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Resumo 
O Mal de Chagas é caracterizado corno urna doença infecciosa cujo principal 
mecanismo de transmissão é através da picada do inseto conhecido vulgar-
mente corno barbeiro. Essa doença se manifesta no ser humano sob três 
fases distintas de infeceiosidade: a fase inicial ou aguda, a fase cTônica e a 
fase clínica. Os outros mecanismos de transmissão ocorrem pela transfusão 
de sangue de doadores contaminados e pela possibilidade de trarumússão 
congênita que é a chamada transmissão vertical, encerrando dessa forma o 
devido cielo de infecção. 
Neste trabalho apresentamos alguns modelos matemáticos determinísticos 
do Mal de Chagas na população hospedeira humana, formulados com equações 
diferenciais ordinárias contemplando dois aspectos principais: os modelos 
que tratam da dinâmica da doença somente na população humana e aqueles 
que tratam da dinâmica da doença considerando tanto a população humana 
quanto a população dos barbeiros transmissores. 
Na primeira parte, os modelos abordados são do tipo SIS e levam em con-
sideração os possíveis mecanismos de transmissão e distinguem os diferentes 
estágios de infecciosidade da doença. A outra parte diz respeito ao estudo 
de modelos da doença do tipo hospedeiro-vetor com abordagens semelhantes 
ao caso anterior. Nessa linha de desenvolvimento, analisamos o processo de 
alastramento da infecção e os possíveis mecanismos de controle com base nas 
taxas de transferências entre as classes epidemiológicas nas quais a população 
total se encontra dividida. 
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Abstract 
The Chagas' disease is considered an infectious sickness whose the main 
transmission mechanism is through the bite of the insect, it is known com-
monly as "barber". That disease manifests itself in human being under three 
di:fferent phases from infectivity: the initial or acute phase, the chronic phase 
and the dinical phase. The other transmission mechanisms happen for the 
contamined donors' blood transfusion and for the possibility of congenital 
transmission that it is what is called vertieal transmission, containing in 
that way the due infection cyde. 
In this work, it is presenteei some deterministic models of the Chagas' 
discasc in thc host human population, formulatcd with ordinary di:ffcrcntial 
equations contemplating two main aspects: the models that treat of the 
dynamic of the disease only in the human populatíon and those that treat 
of the dynamie of the disease considering as much the human populatíon as 
the population of the transmitters "barbers". 
In the first part, the approached models are of the type SIS and they 
take into account the possible transmission mechanisms and they distinguish 
the di:fferent stages of infectivity of the disease. The other part coneerns the 
study of rnodels of the disease of the type host-vector with similar approaches 
of the previous case. In that developrnent line, it is analyzed the process of 
spreading of the infection and the possible controls mechanisms with base in 
the rates of transfers among the epidemic classes in the one which the total 
populatíon one finds divided. 
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A modelagem matemática da transmissão de doenças infecciosas leva em 
consideração uma série de suposições que têm como um de seus objetivos a 
possibilidade de tomar o modelo um bom "captador" das principais carac-
terísticas do caso real. As equações matemáticas decorrentes são ferramentas 
importantes para podermos compreender de uma forma mais detalhada como 
ocorre o processo de infecção e a velocidade de propagação de um determi-
nada doença, bem como outras questões emergentes que são peculiares em 
cada modelo. 
Praticamente todos os modelos epidemiológicos que encontramos na li-
teratura matemática, desde os primeiros desenvolvidos por Kerrnack e McK-
endlick [20], têm como ponto inicial a hipótese de que a população total 
acometida pela infecção pode ser dividida em subpopulações que possuem 
significados epidemiológicos em conformidade com a dinâmica biológica da 
doença. 
Nos modelos mais simples, podemos destacar as subpopulações de in-
divíduos suscetíveis, infectados e removidos, onde temos o conhecido modelo 
epidemiológico do tipo SIR. Nesse caso, um indivíduo sadio, aquele que não 
possui a doença ou que não é portador do agente transmissor da doen<,<> (tais 
como bactérias, protozoários e vírus, dentre outros), entra em contato com 
um indivíduo infectado e, através de algum mecanismo de transmissão, aca-
ba por ser contaminado e torna-se um membro da classe de infeetados. No 
entanto, do decorrer da doença, um indivíduo infectado pode ser removido 
dessa classe por uma recuperação, por isolamento ou até mesmo por morte. 
Dessa maneira, um indivíduo na popula<,:ão hospedeira está sujeito a uma 
transferência de S para I e desse para R. 
Algumas outras infecções não oferecem a devida imunidade e, caso a 
doença não seja fatal, um indivíduo recuperado da infecção toma-se nova-
mente suscetível e temos assim um modelo do tipo S -+ I -+ S. 
Existem outros tipos de modelos epidemiológicos tais como os modelos 
S --+ I --+ R --+ S, S -+ E -+ I -+ R e S -+ E -+ I -+ S, em que E denota a 
classe dos indivíduos expostos. 
As hipóteses básicas dos modelos em epidemiologia tomam como um dos 
pontos principais o mecanismo de interação entre as classes de indivíduos na 
qual a população total se encontra dividida, que por sua vez, são classificadas 
obedecendo à características de cada doença e, principalmente, as taxas de 
transferências entre essas classes de indivíduos. Basicamente, existem duas 
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maneiras para se transmitir diretamente uma infecção, que a literatura es-
pecífica classifica como transmissão horizontal e transmissão vertical. Elas 
levam em consideração os fatores de infecção que ocorrem entre os indivíduos 
e existe somente um hospedeiro para o organismo infeccioso. A transmissão 
pode ter origem em diversos fatores como, por exemplo, a transfusão de 
sangue contaminado, relação sexual entre indivíduos contaminados, trans-
missão por vetores que transportam o agente causador da infecção, dentre 
outros. 
A transmissão vertical é aquela que ocorre quando a mãe contaminada 
transfere a infecção para o recém-nascido, que pode ocorrer na gestação, no 
momento do parto ou no período da amamentação para algumas doen<:,:as. 
A transmissão horiwntal se refere ao modo de transferência da infeeção 
que não é vertical [5]. Por exemplo, a AIDS e o Mal de Chagas são doenças 
transmitidas horizontalmente e verticalmente, enquanto que a malária é trans-
mitida somente pela forma horizontal, através da picada do barbeiro. 
A grande maioria dos modelos matemáticos clássicos em populações afe-
tadas por doenças infecciosas, levam em consideração o tamanho constante 
dessa população. No entanto, sabemos que os indivíduos estão sujeitos as 
mais diversas variações possíveis e a hipótese em questão certamente não 
se toma válida em determinados casos. Isso pode ser aplicado para o caso 
de doenças com um longo período de infectividade e também quando sua 
dinâmica afeta significativamente a mortalidade daqueles que estão infecta-
dos. 
Ao lidarmos com a modelagem matemática de doenças infecciosas, um 
dos fatores de importância fundamental é determinar em quais situações 
a infecção poderá ou não se estabelecer na população de acordo com os 
parâmetros do modelo, o que consequentemente nos possibilitará obter c,on-
clusões a respeito de como controlar ou até mesmo erradicar a enfermidade. 
O termo diretamente relacionado com essa questão é o valor limiar, em geral, 
denotado por Ro- Quando supomos que a população total seja de tamanho 
constante obtemos, na maioria dos casos, um único valor limiar para reger 
a incursão da infecção na população. No entanto, essa situação não per-
manecerá válida por muito tempo, principalmente quando ocorrer variações 
na população, tais como crescimento e decrescimento, decorrentes das taxas 
de natalidade e mortalidade, além da possibilidade da transmissão congênita. 
Outras questões acerca da dinãmica da doen<:,<> na populac;.:ão hospedeira 
humana surgem na análise matemática que lhe é peculiar e, muito provavel-
mente, desejaremos saber sob quais circunstâncias a popula<;:.ão pode se tomar 
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extinta, se ocorre aproximação dos devidos estados estacionários ou se crescerá 
ilimitadamente, além de ter informações prévias de como a infecção é intro-
duzida na populaçoão e como ela aí persistirá e qual o seu limite de prevalência, 
dentre outros problemas que são característicos em cada modelo. 
A Doença de Chagas ocorre tipicamente pelos dois mecanismos de trans-
missão, a horizontal e a vertical, sendo que no mecanismo de transmissão 
vertical não se tem registros da infecção no período da amamentação. No 
modo de transmissão horizontal, podemos destacar aquela que ocorre através 
da picada do inseto (barbeiro, como é conheeido no Brasil) que é o porta-
dor dos diversos tipos do parasita Triatoma. Esse mecanismo de infecção é 
descrito também como transmissão vetorial e é o mais importante na cadeia 
de transmissão da infecção. Existe também a transmissão horizontal via a 
transfusão de sangue de doadores que estão contaminados. 
Os modelos da Doença de Chagas [8, 29] estão intrinsecamente ligados 
com a variação da população e ilustram de maneira explícita os mais di-
versos e complexos limiares que podem ocorrer quando se considera essa 
população sujeita a mudanças como crescimento e decrescimento e, G-onse-
quentemente, a sua relação com os efeitos demográficos que também estão 
ligados com mudanças populacionais, tendo em vista que a doença pode sur-
tir em áreas nas quais o "barbeiro" não esta presente. Tais modelos são 
desenvolvidos utilizando uma análise matemática bastante simples e a difer-
ença básica entre eles reside na abordagem da dinâmica de interação entre as 
populações. Os modelos em [8] estudam somente a dinãmica da doença na 
população hospedeira humana e os modelos desenvolvidos por [29] estudam 
a dinãmica do tipo hospedeiro-vetor. 
Desenvolvemos modelos matemáticos considerando suposições bem dis-
tintas em cada aspecto da doença considerado como fator determinante da 
sua dinâmica e velocidade de propagação, principalmente os casos onde a 
transmissão vetorial ocorre. 
Nesta primeira parte, objetivamos descrever matematicamente os fatos 
epidemiológicos conhecidos da Doença de Chagas e obtemos modelos simples 
do tipo SIS que descrevem algumas de suas peculiaridades essenciais. De-
screvemos os modelos que levam em conta a variação da população total cujo 
mecanismo de interação entre os indivíduos é do tipo Mistura Proporcional, 
além de considerar os casos em que ocorre ou não a transmissão pelo vetor 
e, paralelo a essa abordagem, discutimos a relação dos valores limiares com 
os efeitos demográficos e os possíveis mecanismos de controle. Um outro ca-
so também interessante, é desenvolvido considerando o fato que os enfermos 
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com o Mal de Chagas possuem uma forma crônica e clínica da infecção, o 
que o caracteriza como uma enfermidade que possui uma Forma Silenciosa 
de propagação, pois os infectados crônicos permanecem doentes de 15 a 20 
anos em média e até mesmo por uma vida toda. 
Na segunda parte são abordados os modelos desenvolvidos por [29], que 
tratam dos modelos da dinâmica da doença tanto na população hospedeira 
humana quanto na população dos vetores responsáveis pela transmissão. 
Diferentemente do caso anterior, os indivíduos infectados são divididos so-
mente em infectados na fase aguda e na fase crônica e a transmissão horizontal 
para os suscetíveis via transfusão de sangue contaminado é eonsiderado em 
ambas essas classes de indivíduos infectados, além da fon;,a de infecção que 
ocorre do vetor para os suseetíveis e dos infectados para o vetor suseetível. 
No caso de Chagas, existe o fato de que um dos principais modos de 
transmissão é através do vetor hospedeiro que oeorre em grande quantidade 
nas áreas endêmicas e, além disso, o mesmo possui múltiplos hospedeiros. 
Isso é bastante comum em áreas rurais na América Central e do Sul [12], em 
que moradias denominadas de casas de pau-a-pique e as condições de higiene 
são propícias ao alojamento do inseto portador do agente patogênico. 
Ocorre também casos em que animais doméstieos são alvos depositários 
desses insetos, funcionando como uma espécie de reservatório para o agente 
patogênico. Esse fato, já nos mostra um indicador para minimizar a in-
fecção nos indicando um possível mecanismo de controle da doença, através 
do isolamento desses animais que funcionam como reservatórios do agente 
patogênico e, um trabalho nesse sentido tem sido abordado no reeente artigo 
do professsor .Joel Cohen da renomada Universidade de Roekfeller [11]. 
O histórieo das epidemias ao longo dos tempos não constitui um quadro 
que todos gostariam e teriam o prazer de olhar. Milhões de pessoas foram 
vítimas de epidemias e pandemias (epidemias de proporções continentais) que 
tiveram consequências drástieas na história da humanidade, interrompendo 
dinastias, interferindo em campanhas militares e contribuindo para a diz-
imação de civilizações. A peste negra no século XN, exterminou eerea de 
um quarto da população européia em somente quatro anos e a varíola no 
século XVI ajudou a dizimar os Astecas no México e os Incas no Peru. 
Ao final da Primeira Guerra Mundial, na qual morreram por volta de 9 
milhões de vítimas, um tipo de gripe se alastrou pelo mundo todo durante 
o período de 1918 a 1919. Essa vilã do século XX dizimou no minimo 20 
milhões de pessoas e, no Brasil, foi responsável por cerca de 17 mil vítimas 
fatais em pouco tempo, tendo ocorrência maior em cidades portuárias como 
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o Rio de Janeiro. 
Muitas outras doenças infecciosas vitimaram pessoas e populações ao lon-
go dos séculos pelo planeta e ao final do século passado, novas doenças sur-
giram e até mesmo doenças antes erradicadas surgiram de eerta forma n ca-
muflada" sobre outros aspectos viróticos e microbianos, afetando assim a 
população ao redor do mundo. A Aids, por exemplo, é uma das piores, senão 
a maior vilã deste século, que há duas décadas desafia os cientistas de todo 
o mundo e mata milhões de pessoas, principalmente no continente afrieano, 
já tão desgastado por conflitos civis e a fome que assola e mata a maioria de 
suas crianças. 
Atualmente, segundo dados da Organização Mundial da Saúde (OMS), 
são 40 milhões de pessoas em todo o mundo que estão infectadas com o 
HIV e somente no continente africano são mais de 23 milhões. É totalmente 
assustador, no entanto é uma realidade, saber que praticamente a cada 24 
horas mais de 15 mil pessoas são infectadas com o vírus, enquanto outras 
8 mil morrem em decorrência de complicações decorrentes dessa síndrome. 
Somente no ano de 2000, 3 milhões de pessoas morreram de Aids e, em sua 
grande maioria, de países em desenvolvimento. 
Dados de 1999 da (OMS) mostram que somente um pequeno grupo de 
doenças são responsáveis por aproximadamente 90 por cento das mortes ocor-
ridas por infecção em todo o mundo. A gripe, a AIDS, a tuberculose, a 
malária, o sarampo e boa parte das infecções diarréicas, são as que figuram 
nesse conjunto. Elas são transmitidas por várias maneiras e prevalecem na 
população pelos mais diversos fatores, resistindo às medidas de controle na 
saúde pública estabelecidas pelos governos e, consequentemente, agravam a 
instabilidade nos índices sociais, econômicos e políticos dos países, princi-
palmente aqueles considerados em desenvolvimento. Os focos de maior dire-
cionamento dessas doenças são as grandes metrópoles, que atualmente estão 
densamente povoadas e nas quais vivem a maioria da população mundial. 
A Doença de Chagas atualmente é responsável por cerca de 18 milhões 
de pessoas infectadas em toda a América Central e Latina, principalmente 
em áreas rurais e conglomerados urbanos nos países subdesenvolvidos, fatal-
izando aproximamente 45 mil pessoas por ano, além de outras milhares de 
pessoas sob o risco de infecção, segundo a Organização Mundial da Saúde. 
O objetivo desse trabalho, evidentemente não é o de apresentar um quadro 
histórico sobre o processo de alastramento e dizimação de pessoas e popu-
lações através dos tempos, mas em face desse histórico e de dados tão agra-
vantes, acreditamos que um dos maiores desafios à humanidade, com certeza, 
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está concentrado no combate às doenças contágiosas e infecciosas, que hoje, 
afetam principalmente a maioria da população mundial que vive à margem 
de uma distribuição digna de renda que poderia lhe possibilitar condi<;:ões 
mínimas e adequadas de qualidade de vida. População essa que eontribue 
numericamente no aumento dos indicadores sociais e econômicos dos países 
em desenvolvimento, o que os tornam mais pobres e distantes de uma dis-
tribuição igualitária de suas riquezas. 
A ciência muito tem contribuído no aUXIlio e combate a essas doenças. 
Muitos estudiosos, de várias áreas do conhecimento, têm se empenhado no 
sentido de contribuir no esforço de um controle e erradicaç.ão das doenças 
que nos afligem. 
Acreditamos que esse esforço em conjunto e mais a interaç.ão de outras 
ciências com aquelas que estão diretamente ligadas as enfermidades fatais, 
como é o caso da Biologia e outras a ela diretamente relacionadas, será de 
gmnde valia na caracterização mais intrínseca das doenças infecciosas, obje-
tivando um aproveitamento máximo e ótimo no que diz respeito a minimizar 
o seu efeito na mortalidade e fertilidade humanas. 
Nesse sentido, os modelos matemáticos em Epidemiologia, que se iniciou 
com os trabalhos dos ingleses Kermack e McKencrick na década de 1920 e 
desde então têm servido de paradigma para tantos outros de relevância nas 
ciências exatas e biológicas, muito podem contribuir para com esse desafio 
do novo milênio. 
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Parte I 
Doença de Chagas na População 
Hospedeira 1 
10s modelos matemáticos desta parte foram extraídos do livro: 
Vertic.ally Transmitted Diseases - Models and Dynamics 
S. Busenberg and K. Cooke 
Springer - Verlag (1993) 
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Capítulo 1 
A Doença de Chagas - Aspectos 
Biológicos e Históricos 
O Mal de Chagas é descrito na literatura médica como uma doenç:a infec-
ciosa e parasitária, cujo agente patogênico é um protowário denominado 
T:rypanosoma cruzi (em homenagem ao notável cientista brasileiro Oswaldo 
Cruz), que foi descoberto e estudado de uma forma global e em seus aspectos 
essenciais pelo médico e cientista, também brasileiro, Carlos Chagas em 1909 
na região de Lassanse no estado de Minas Gerais na época da construç.ão das 
linhas da Ferrovia Central do Brasil. 
Carlos Chagas em suas pesquisas sobre as doenças tropicais descobriu que 
um inseto relativamente grande, denominado vulgarmente de "barbeiro", in-
festava muitas casas da região de Lassanse, que há essa época eram em sua 
maioria feitas de madeira e barro (casa de pau-a-pique). Constatou que 
esse inseto se alimentava de sangue humano e resolveu pesquisá-lo mais de-
talhadamente, descobrindo que no intestino desse inseto hematófago havi-
am alguns protozoários e, certificando posteriormente que esses protozoários 
provocavam UIDa doença no homem que atacava o sangue e outros órgãos de 
vital importância ao corpo. Estava assim descoberto o Trypanosoma cruzi, 
o agente causador dessa infecção. 
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Fig1rra L 1: Barbeiro 
O "barbeiro" é também conhecido dentre outros nomes como "chupão" ou 
"bicho-de-parede" no Brasil, "vichuca" na Argentina e outras denominações 
conforme a localidade. Além de portador do Tripanosoma cruzi, o" barbeiro" 
é um inseto da família dos Reduvídeos, subfallll1ia dos triatoillÍn<c>os e pertence 
a mesma ordem dos percevejos. 
Existem cerca de quinze gêneros e aproximandamente uma centena de 
espécies dessa família de Triatominae, das quais são registrados oito gêneros 
e -12 espécies no Brasil. No entanto, pode-se considerar poucas as espécies 
na transmissão e manutenção da endemia de Chagas. Com tamanhos q1w 
variam entre vinte e trinta milímetros, as principais espécies encontradas no 
Brasil e que portam o germe são o Ttiatoma infestants, Triatoma sordida, 
Panstrongylus megistus e Rhodnins prolíxus [25]. Esses dados já nos indicam 
a importância em se combater os agentes portadores dos parasitas que trans-
mitem essa enfermidade, visando interromper a cadeia de transmissào do mal 
chagásico. 
Carlos Chagas também reconheceu a transmissão vertical em hmnanos, 
que é aquela que ocorre da màe gestante e infectada para o seu fut1rro filho, 
no entanto, a e."Xtensào deste modo de transmissão ainda não tem sido bem 
determinada. 
O barbeiro transmissor do mal chagásíco se distribue por quase toda 
a América Latina. O mesmo possuí vida parasitária. tem hábitos caseiros e 
not1rrnos e. embora possa aparecer n<'.s cidades. sua ocorrência mais com1Ull ,:, 
nas zon<J.s nrrais, alojando-se em lugares que sáo propícios ao desenvolvimento 
do seu ciclo de vida. 
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O mecanismo normal de infecção ocorre quando algum inseto hematófago 
contaminado coro o parasita pica as pessoas, geralmente à noite e na região 
da face, e resíduos de suas fezes, que estão contai!lÍnadas coro o tripanosoma, 
aderem à pequena lesão aberta com o ferrão. A pessoa vitimada, no ato 
de coçar o local da picada, espalha as fezes do mosquito sobre o ferimento. 
Assim, ocorre a penetração dos parasitas nas células da pele atingindo a 
corrente sanguínea humana, bem como a de outros mamíferos. 
Figura 1.2: Processo de Infecção do Barbeiro Infectado no Hospedeiro Hu-
mano 
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Após essa contaminação, existe um período de incubação que varia entre 
4 e 12 dias1 , a partir do qual se dá início a fase aguda da doen.:,:a que possuí 
uma duração de 3 a 8 semanas [12]. 
Outro modo de transmissão da doença é feita horizontalmente para a 
população humana vía transfusão de sangue de doadores contaminados e, 
consequentemente, existe também para o Mal de Chagas a possibilidade da 
transmissão congênita que pode afetar o recém nascido, podendo ocorrer na 
gestação e no momento do parto. No entanto, não se tem provas a respeito 
da contaminação no período de amamentação. Essa "sequência" de contágio 
da infecção encerra a Cadeia de Thansmíssão do Mal de Chagas. 
Na fase aguda da infecção, também denominada de fase assintomática na 
maioria dos casos, a vítima apresenta um quadro que se resume a uma reação 
local à picada e febre alta contínua ou intermitente e, eansaço e desãnímo 
decorrentes. Em geral, ocorre maior mortalidade em crianças, principalmente 
aquelas menores de 3 anos, em função da infecção afetar o músculo cardíaco, 
o cérebro e as meninges. Nessa fase, por ser o doente chagásico praticamente 
assintomátieo, de uma maneira geral somente um por cento dos casos são 
diagnostieados e dentre os poueos casos registrados, aproximadamente 600 
são de crianças. 
Caso não seja diagnosticada na fase aguda, quando ainda existe a possibi-
lidade de cura através de procedimentos clínicos específicos, a doen.:,:a possuí 
duas fases: um longo período na forma crônica e a forma clínica ou final 
da doença. A fase crônica pode perdurar no doente por 15 a 20 anos e até 
mesmo por uma vida inteira, sendo raros os registros de cura espontãnea. No 
Brasil, calcula-se que 50 a 60 por cento dos chagásicos se encontram nesse 
estágio e que a cada ano, cerca de 2 a 4 por cento desses doentes passam ao 
estágio crônico clinicamente detectado, ou seja, os sintomas são bem mais 
detectáveis, atingindo o coração, esôfago e intestino. A mortalidade deve-
se basicamente aos efeitos da doença no coração e complicaç.ões intestinais. 
Dessa maneira, a forma cardíaca é a mais grave e importante manífesta.:,~o 
clínica da doença, acometendo cerca de 80 por cento dos pacientes. 
Na fase clínica, a doença é fatal, porque os parasitas se alojam nos 
músculos do corpo humano, principalmente no coração. A partir daí, ocorre 
um processo de degenaração das fibras musculares, provocando insuficiência 
1 A maioria dos dados sobre a epidenliologia da Doença de Chagas descritos neste 
capítulo foram extraídos da internet no site: 
ww·w.datasus.gov. br 
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e arritimia cardíacas, levando o paciente à morte. Estima-se que mais de 17 
mil brasileiros morrem todos os anos em decorrência desse mal. 
O diagnóstico da doença é facilitado pelo fato de que o Tripanosoma cruzi 
se encontra no sangue periférico em grande quantidade logo na fase aguda. 
O tratamento fica a critério médico, podendo durar um mês, mas em função 
das demais complicações decorrentes da doença, o acompanhamento deve ser 
pelo resto da vida, através do qual o percentual de cura já atinge 60 a 70 por 
cento dos pacientes. 
Não existe uma terapia específica para tratar a infecção, até mesmo por 
se tratar de uma doença assintomática, principalmente no início, e não é 
comum detectá-la exceto por testes sorológicos ou por anormalidades típicas 
descobertas em exames mais elaborados corno no eletrocardiograma padrão. 
Assim corno em tantas outras doenças, também não existe vacina para a 
Doença de Chagas e as drogas existentes no mercado curam somente na fase 
aguda e na fase crônica inicial. além de possuírem efeitos colaterais. 
Em vista desses aspectos e pelo fato da doença ainda não ter cura, o 
combate à infecção requer principalmente a eliminação dos insetos de espéeie 
Thatominae e, a prevenção, continua sendo o melhor dos remédios. 
A Organização Mundial da Saúde (OMS) reconhece que a Doença de 
Chagas é um dos maiores problemas de saúde pública na Amériea Latina, 
sendo a segunda maior endemia depois da malária [28], estimando que exis-
tem entre 16 e 18 milhões de pessoas infectadas e cerca de outras 100 milhões 
de pessoas na América Central e América do Sul sob o risco de infecção, ocor-
rendo em 18 países latino-americanos, em que anualmente a doença mata 
cerca de 45 mil pessoas. Caracterizada socialmente como uma doen<;:a típica 
da pobreza e do subdesenvolvimento, esse mal prevalece principalmente nos 
habitantes pobres da zona rural, que residem em casas nas quais as con-
dições sanitárias e higiênicas são precárias. Um outro fato que contribui 
para o agravamento desse quadro, é a falta de informação da população com 
relação aos meios de evitar uma infecçJio, pois boa parcela dos chagásicos se-
quer sabem que estão desenvolvendo a infecção tanto na fase aguda quanto na 
fase crônica. Nas localidades endêmicas rurais, além do homem, os animais 
de pequeno porte funcionam como verdadeiros reservatórios do Ttipanosoma, 
com destaque a cães e gatos. 
Em 1997, o Brasil conseguiu interrromper o ciclo da doença eliminando 
praticamente todos os barbeiros infectados com a aplicação de inseticidas nas 
casas infestadas pelo inseto, resultando na interrupção da transmissão veto-
rial pelo Thpanosoma. Contudo, a eliminação completa desse mal, requer 
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principalmente, a devida atenção dos órgãos competentes da saúde pública 
para os focos principais de propagação da doença, melhoria das condições de 
moradia e qualidade de vida daqueles que são os maiores atinjidos e preju-
dicados, um controle mais rigoroso da qualidade de sangue para impedir que 
ocorra a transmissão da doença pela necessidade de transfusão, a atenção 
com os diagnósticos na fase inicial e o respectivo trabalho de conscientização 
junto à população das comunidades de áreas endêmicas, tanto rurais quanto 
urbanas. Essas são medidas essenciais para a prevenção e controle com vista 
a uma possível erradicação do Mal de Chagas, que atinge milhões de pessoas 
no continente americano. 
Apesar da descoberta já se aproximar dos 100 anos, estima-se que a 
Doença de Chagas atinja 4 por cento da populaçiio rural, onde no Brasil, 
os estados de Minas Gerais, Rio Grande do Sul, Góias, Sergipe e Bahia são 
os que registram os maiores índices, respondendo por aproximadamente 5 
milhões de infectados. 
Um aspecto interessante e que acreditamos que não deveria deixar de 
ser descrito, é que o estudo da Doença de Chagas, sua descoberta, etiologia 
e característieas patológicas, prevenção e todos as peculiaridades médicas 
e clínicas relacionadas com essa enfermidade é considerado fato único na 
história da medicina, que a literatura médica registra que não existe nenhum 
outro estudo similar realizado por somente um único pesquisador, o qual 
é devido ao brasileiro Carlos Ribeiro Justiniano das Chagas (1879-1934), 
nascido na cidade de Oliveira no estado de l'vlinas Gerais. 
Esse fato pouco comentado e divulgado lhe rendeu já na época de suas 
pesquisas, para sentimentos e atitudes não muito nobres de alguns de seus 
contemporâneos, quatro indicações ao prêmio máximo da medicina, o Prêmio 
Nobel de Medieina e Fisiologia. Essa informação possui nada mais nada 
menos do que 85 anos de atraso e até os dias atuais é um fato que se tornou 
um enigma para alguns de seus biógrafos, que se questionam o preciso porquê 
dessa falta, pois quando os colegas contemporâneos europeus de Carlos Cha-
gas descobriam males da mesma natureza e eram imediatamente laureados 
com o prêmio, Chagas com a descoberta de uma das doenças parasitárias 
que mais aflige o continente americano, ficou vedado ao "esquecimento" e 
com certeza às injustiças cometidas, que lhe negaram o reconhecimento pelo 
prêmio, o que o colocaria como primeiro brasileiro a receber o Nobel. 
A primeira indicação oficial data de 1° de janeiro de 1913 e, nesse mesmo 
ano, o médico francês Charles R. Richet levou o prêmio pelo reconhecimento 
de seus estudos sobre a reação anafilática, na qual um organismo reage à 
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injeção de certas proteínas na corrente sanguínea. 
No ano de 1921 não houve laureado ao Nobel, no entanto, o historiador 
Sierra Iglesias [10] afirma que o Instituto Sueco responsável pelas premiações, 
se dirigiu aos órgãos brasileiros responsáveis na área médica, que imediata-
mente desaconselharam o prêmio e, posteriormente, ainda foram feitas outras 
duas indicações. 
Carlos Chagas, apesar de não ter ganho o Nobel, teve o seu devido re-
conhecimento no Brasil e no mundo através de outras premiações e hon-
rarias, como o Prêmio Schaudinn no ano de 1912, conferido a cada quatro 
anos pelo Instituto de Doenças Tropicais em Hamburgo na Alemanha, de-
vido à mais significativa contribuição no campo da Protozoologia (estudo 
de doenças provocadas por protozoários). A essa época, Carlos Chagas teve 
fortes concorrentes como o médico alemão Paul Ehrlich (estudo sobre a sífilis), 
o patologista francês Alphonse Laveran (descobridor do parasito que causa a 
malária), o bacteriologista francês Charles Nicolle (estudo sobre a profilaxia 
do sarampo), o também bacteriologista francês e discípulo de Pasteur, Érnile 
Roux (sobre a imunização da difteria) dentre outros e, sendo que na época 
de Chagas, boa parte desses estudiosos foram agraciados com o Nobel. 
No Brasil, se estabeleceu um grupo "anti Chagas", em decorrência de seu 
crescimento como pesquisador e merecedor de alguns dos melhores cargos 
na saúde pública brasileira, o que fortalecia cada vez mais esse grupo de 
descontentes. 
Apesar de tudo, o não reconhecimento pelo Nobel deixou de ressaltar o 
mérito de Carlos Chagas. Ele descobriu a doença, o parasita e o transmissor e, 
os seus sucessores constituem um dos grupos mais dinâmicos que a pesquisa 
pode alcançar com relação ao Mal de Chagas no Brasil. A relevância dos 
traball1os sobre a Doença de Chagas podem ser evidenciados também no que 
tange a epidemiologia matemática a respeito dessa infecção. 
Praticamente nos últimos 20 anos, tem-se desenvolvido modelos matemá-
ticos para interpretar o Mal de Chagas de forma mais precisa e dinãnrica, 
o que poderá vir a ser de grande contribuição no aspecto interativo dos 
modelos dinâmicos elaborados em conjunto com a epidemiologia de c.aráter 
de prevenção e controle de um mal que aflige milhões de pessoas, em sua 
maioria de classes socialmente menos favorecidas, em praticamente toda a 
América Latina. 
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Figura 1.3: Carlos Ribeiro .Justiniano das Chagas 




Dinâmica da Doença de Chagas 
na População Humana 
Modelos matemáticos determinísticos desenvolvidos para o entendimento da 
dinâmica da Doença de Chagas existem, no entanto, são muito poucos. Os 
modelos matemáticos precursores desenvolvidos sobre o processo de trans-
missão da Doença de Chagas tiverem início com os trabalhos de Rabinovich 
[24] em 1975, que desenvolveram um modelo computacional para analisar es-
tratégias de controle da população de vetores, mas não estavam interessados 
no comportamento da doença em populações humanas, em populações de 
vetores e nem com as principais duas formas de alastramento e transmissão 
da infecção para hospedeiros humanos suscetíveis, a transmissão vetorial e a 
transmissão por transfusão de sangue de doadores contaminados. 
Através dos trabalhos de S. Busenberg e C. Vargas [8] datados de 
1988, surgem os primeiros modelos que abordam a dinâmica da transmissão 
da doença somente em populações humanas, usando dos prineipais meca-
nismos de infecção que são peculiares ao Mal de Chagas e analisando o pro-
gresso da infecção considerando uma única classe de indivíduos infectados e, 
em uma outra situação, analisando a dinâmiea da doença levando em con-
sideração urna fase crônica e uma fase clínica que é característica do Mal 
de Chagas. Esses modelos são bem diversificados, mesmo porque a infe.::ção 
possui particularidades biológicas e patológicas que a distinguem de outras 
que também são transmitidas verticalmente, além das outras formas mais 
comuns de transmissão. 
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Os modelos matemáticos que analisam a Doença de Chagas sob a dinâmica 
hospedeiro- vetor surgem com os trabalhos de Velasco-Hemández [29] em 
1991, que dentre muitos modelos, se destacam também aqueles que possuem 
classes distintas de infecciosidade, mas considerando somente as fases aguda 
e crônica. 
O processo de transmissão da doença de Chagas é bastante variado. O 
seu principal mecanismo de transmissão é através da picada do barbeiro que 
traz consigo o agente patogênico que é denominado Tripanosoma cruzi. Esse 
mecanismo é denominado de Transmissão Vetorial. Além disso, ainda existe 
o mecanismo de transmissão via a transfusão de sangue contaminado e a 
possibilidade de transmissão congênita, fechando a cadeia de transmissão da 
doença. 
I Transmissão Vetorial I 
l 
I Transmissão Horizontal I 
l 
I 'fransmissâo Vertical I 
Neste capítulo inicial, são analisados os modelos matemáticos que abor-
dam a dinâmica da doença na população humana hospedeira [8), levando 
em consideração todos esses mecanismos de transmissão e tamb€m o fato de 
que a população não seja estacionária. Os valores em equihôrio são obtidos 
e sua respectiva viabilidade biológica é matematicamente comprovada. Os 
níveis endêmicos são também estabelecidos e os valores limiares são obtidos 
e analisados com relação a um eventual alastramento geográfico da infecção 
e possíveis medidas de controle ou erradicação da doença. 
Um outro modelo aborda a dinâmica da doença sem o mecanismo de 
transmissão vetorial, analisando de maneira análoga ao modelo inicial, a 
existência de um nível endêmico que caracteriza a prevalência da doen.-,~ na 
população. Assim, é destacado que mesmo na ausência do vetor a doença 
pode surgir e prevalecer em localidades antes nâo infectadas, fato que se ori-
gina da migração de infectados de áreas endêmicas para essas outras, carac-
terizando dessa forma, a relaç-ão da doença c,om o aspecto do alastramento 
demográfico da mesma. 
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O último modelo, leva em consideração o fato de que a Doença de Chagas 
possui estágios distintos de infecciosidade, que se caracterizam tanto pelo 
seu tempo médio de duração como também pelo diagnóstico e tratamento 
específico para cada fase da infecção. 
Iniciamos este capítulo abordando os aspectos biológicos da Doença de 
Chagas e dos quais, foram os de interesse na elaboração dos modelos de-
terminísticos feitos por Stravos Busenberg e Cristobal Vargas. Além disso, 
descrevemos alguns fatos históricos relacionados com o Mal de Chagas, sua 
descoberta e o desenvolvimento do estudo da doença em praticamente todos 
os aspectos, tanto clínico quanto epidemiológico, o qual acreditamos ser de 
extrema importância e relevância não somente como meio de divulgação com 
o intuito de prevenção, mas também para levar ao conhecimento do público 
como um todo, da importância da descoberta desse Mal que aflige milhões 
de pessoas na América Central e do Sul. Tudo isso, devemos ao brasileiro de 
l'vfinas Gerais, Carlos Ribeiro Justiniano das Chagas. 
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2.1 Modelo SIS com Mistura Proporcional e 
Transmissão Vetorial 
Como uma primeira abordagem para tratar matematicamente a dinâmica da 
transmissão da infecção de Chagas, analisamos um modelo compartimental 
da doença do tipo S -> I -. S com dinâmica vital, ou seja, adotando distintas 
taxas de natalidade e mortalidade para a classe dos indivíduos suscetíveis S 
e indivíduos infectados I, na qual a população total esta dividida. Com essa 
caracterização, a população total Pé tal que P(t) = S(t) + I(t). 
Neste modelo consideramos ambas as transmissões vertical e horizontal. 
O processo de transmissão horizontal ocorre através da transfusão de sangue 
de doadores contaminados. 
A transmissão vetorial (também como meeanismo de transmissão horizon-
tal) ocorre e evidentemente será devida a presença dos vetores transmissores 
que são os portadores do agente patogênico. Neste caso, não distinguimos 
os vetores que estão contaminados dos que não estão contaminados, entre a 
forma crônica e clínica da infecção e não levamos em consideração a estrutura 
de idade da população. Desta maneira, não consideramos o devido período 
de maturação para os recém-nascidos infectados. Consideramos também a 
Força de Infecção da doença dada por um termo que é descrito como 
Mistura Proporcional. 
Podemos eoncluir que para o caso da Doença de Chagas, os mecanismos 
de transmissão do agente infeccioso (Tripanosoma cruzi) obedecem a uma 
cadeia de transferência, onde o principal mecanismo é o da transmissão ve-
torial, representada pela picada do barbeiro contaminado e, em sequência, 
ocorrem a transmissão via transfusão de sangue contaminado e a possibili-
dade da transmissão congênita. 
2.1.1 Introdução ao Modelo 
Em se tratando de um modelo do tipo SIS com transmissão vetorial, adota-
mos uma taxa v de transmissão vetorial da infecçiio para a população hmnana 
de suscetíveis devido à presença de vetores infecciosos. Assumimos essa taxa 
como constante na dinâmica da infecção. 
Para a transmissão horizontal adotamos aquela que ocorre via a trans-
fusão de sangue contaminado que tem origem no fluxo de imigrantes de áreas 
infectadas para áreas nas quais a infecção não esta se desenvolvendo. Assim, 
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somente uma fração da população total esta sendo infectada, razão pela qual 
essa força de infecção é conhecida como Mistura Proporcional. 
Supomos então que na população hospedeira na qual ocorre a infecção, 
cada indivíduo suscetível entre em contato com, em média, C outros in-
divíduos. Logo, o número total médio de contatos por unidade de tempo t 
por suscetível na população total é CS, sendo que desse total, a proporção 
_I_ é realizado com os indivíduos infectados. Assumimos ainda, que existe 
S+I 
uma proporção p de contatos entre S e I que estão efetivamente transmitindo 
a doença. Então, a razão com a qual os suscetíveis tomam-se infectados é 
dada por 
I SI 
pCS S +I = k S +I 
onde k = pC. 
Portanto, k é a razão de contatos dos suscetíveis e -
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I é a propor<,:ão do 
+I 
total de eontatos, via transfusão de sangue eontaminado, de cada suseetível 
que ocorre com indivíduos infectados. Esse termo é descrito por A. Nold 
[22] e denominado de Taxa de Contato do tipo Mistura Proporcional. 
As demais taxas adotadas, de aeordo eom as peculiaridades das doença 
para este caso, são as seguintes: 
b = taxa de natalidade na população dos suscetíveis; 
1:! = taxa de natalidade na população dos ínfectados; 
r = taxa de mortalidade na população dos suscetíveis; 
r'= taxa de mortalidade na população dos ínfectados; 
c = taxa de remoção; 
O processo de ínfecção via transmissão vertical, é caracterizado pela pos-
sibilidade do feto humano contrair a doença, o qual pode ocorrer na gestação 
ou no momento do parto. Nesse aspecto, assumimos uma proporção q da 
medida de probabilidade de transmissão vertical e a proporção complemen-
tar p como a medida de probabilidade de não transmissão vertical. Logo, 
p + q = 1. Com base nessas considerações podemos estabelecer as equações 






(b- r- v)S + (1:/p + c)I- k_§!_ 
S+I 
( 
I I ) SI b q- r - c I+ vS + k S +I (2.1) 
Passamos a analisar os aspectos matemáticos deste modelo e suas inter-
pretações epidemiológicas no caso geral em que v oi O. 
As equações do modelo SIS (2.1) podem ser simplificadas com o ob-
jetivo de obtermos a equação dinâmica para a população hospedeira total, 
a qual é dividida na classe dos indíviduos suscetíveis e infectados, ou seja, 
P(t) = S(t)+I(t). Somando as equações do sistema (2.1) e usando P = S+I, 






- (b- r)S + (lf- r 1)I (2.2) 
Das equações (2.2), podemos encontrar condições para que P(t) seja esta-
cionária, crescente ou decrescente com o tempo. 
Sendo a taxa de natalidade dos infectados menor do que a dos suscetíveis 
e a taxa de mortalidade maior, é razoável que o valor de a= (b-b1)+(r' -r) 
seja positivo. O termo b -I! em a, por exemplo, é uma taxa que representa 
o crescimento da população livre da infecção. 
2.1.2 Análise da Variação Populacional 
Para estabelecer alguns resultados de interesses epidemiológicos, vamos anal-
isar o caso em que a população total é estacionária e o caso em em que ocorre 
variação no decorrer do tempo, ambas feitas considerando o rnecãnismo de 
transmissão vetorial. 
Primeiramente, analisamos o caso em que a população total é estacionária, 
que ocorre quando a:; = O. Dessa forma, a população se mantém em um 
nível endêmico, sendo dado por uma reta de equilibrio, plausível somente se 
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r' - b' > O, isto é, se a taxa de mortalidade de infecciosos r' é maior que a 
b-r 
respectiva natalidade. 
De fato, da segunda equação em (2.2), resulta: 
(2.3) 
A equação (2.3) fornece condições para que P não mude com o tempo. 
Considerando agora, a equação~! em (2.1) e a equação (2.3), podemos obter 
uma {mica equação para I, a saber: 
di r' - /J r' /J 
- = (b' q - r' - c+ v + k )I (2.4) 
dt b-r b-r+r'-11 
Logo, a população total pode se tomar estacionária, S(t) + I(t) = P(t) = 
cte, se a seguinte condição não usual, di = O, for obedecida: 
dt 
r'-b' r' /J 
b'q-r'-c+v +kb 11 =0 b r -r+r'- (2.5) 
Decorre então que a população total P se estabelec-e numa proporção 
endêmica dada por 
I b-r 
P b-r+r'-1! (2.6) 
que segue da primeira equação em (2.2). Vale observar que quando a con-
r'- b' 
dição > O não é satisfeita, a única solução possível para que P seja b-r 
estacionária é a trivial S(t) = I(t) = P(t) =O. 
Contudo, estamos em condições de estabelecer um primeiro resultado 
para formar um conjunto de interpretações epidemiológicas do modelo. Nesse 
sentido, fornecemos um primeiro teorema: 
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Teorema 2.1 A população total P(t) = S(t) + I(t) é estacionária se quais-
quer uma das seguintes condições forem satisfeitas: 
r'-11 (i) S = I b-r 
I b- r 
{ii) P = b - r+ r' - 11 
P nal. l dP -t. O • . . d . ara a 1sar o caso gera , em que dt r , e convemente mtro uzmnos 
as seguintes substituições: 
S(t) I(t) f f 
x(t) = P(t) < l,y(t) = P(t) < l,a = (b- r)- (b -r) 
Daí segue que x + y = 1. Dessa forma, como objetivamos analisar a 
dinâmica da infecção em uma população de tamanho variável, é aconselhável 
assumirmos as devidas proporções em cada classe compartimental na pOJr 
ulação hospedeira, pois será permitido avaliar os possíveis mecanismos de 
controle com base no crescimento ou decreseimento da população total P(t) 
juntamente eom a devida variação na classe dos indivíduos infectados I(t). 
Podemos com isto reduzir significativamente as equações do modelo ini-
cial, para obter um outro sistema equivalente que rege a dinâmica do modelo 
em questão. Para tanto, considerando as proporções x e y dos indivíduos 
suscetíveis e infectados, respectivamente, e as equações dadas em (2.1) e 
(2.2), teremos: 
dS =xdP pdx 
dt dt + dt 
(b- r- v)S + (b'p + c)I- k /:.I= (b- r)xP +(r- b +1:1- rf)xi + P~~ 
(b - r - v )x + (I/ p + c )y - kxy = (b - r )x + (r - b + bf - rf)xy + dx 
dt 
==? ~~ = -vx + (b'p + c)y- (k- a)xy 
di_ dP pdy 
dt-Ydt+ dt 
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(lfq- r' -c)I +vS+ kSS:I = (b- r)yS+ (lf -r')(P- S)y+P~; 
(b - r')y - (lf p +c )y + vx + kxy = (b - r )yx - (b' - r')xy + (lf - r')y + dy 
dt 
===? ~~ = vx- (b'p+c)y+ (k- a)xy 
Esse tipo de análise é assumida em praticamente todos os modelos da 
Doença de Chagas que foram até então desenvolvidos [8] [29]. 
Portanto, as equações dinâmicas equivalentes ao modelo (2.1) são: 
dx 
dt - -vx + (lfp + c)y- (k- a)xy 
dy 
dt vx- (llp + c)y + (k- a)xy (2.7) 
Usando o fato de que x + y = 1, obtemos urna única equação diferencial 
ordinária de primeira ordem em y: 
dy 1 2 dt = f(y) =v- (v +bp+c- k+a)y- (k -a)y (2.8) 
Essa abordagem matemática em termos de proporções para os indivíduos 
em urna população hospedeira, será usada na maioria dos modelos descritos 
neste trabalho, pois estaremos considerando modelos nos quais ocorrem varia-
ção na população total e, dessa forma, as simplificações anteriores são bas-
tante significativas e úteis. 
A equação (2.8) é bastante simples e sua respectiva solução explícita em 
termos das taxas do modelo e de condições iniciais dadas pode ser facilmente 
obtida, tendo em vista que o segundo membro é urna equação quadrática na 
variável y, o que toma a manipulação algébrica bem mais tratável, podendo 
ser fatorada em função de suas raízes f(y) =O. 
Vale ressaltar que os zeros de f(y) são os pontos de equilfbrio de ~~­
Dessa forma, podemos proceder ao estudo da estabilidade dos pontos de 
equihbrio do modelo. 
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2.1.3 Pontos de Equilíbrio e Análise de Estabilidade 
Local 
Os pontos de equilibrio de um sistema de equações diferenciais na forma 
dxi f ( ) ( ) ' lRn - 1 -dt = i x em que x = x1,x2, ..... ,xn e um vetor em , sao souçoes 
dadas por xi = xi que são constantes para i = 1, 2, 3, ... , n e satisfazem as i 
equações diferenciais. Assim, desde que essas soluções sejam constantes, elas 
podem ser encontradas resolvendo as n equações fi(x1 , ..... , xn) =O. 
dx· 
O conjunto de valores xi = Xi que satisfazem dt~ = fi(x) são represen-
tativos de um estado do sistema no tempo t, no sentido de que ocorrendo 
mudanças no decorrer desse tempo, o sistema ainda permanecerá no esta-
do de equilíbrio na ausência de perturbações externas que são peculiares ao 
fenômeno que esta sendo modelado. Encontra-se também a denominação de 
estado estacionário para o sistema. 
Em se tratando de estados estacionários de modelos matemáticos deter-
mirústicos em epidemiologia, existem duas situações possíveis para o caso 
SIS que estamos modelando: 
• O Ponto de Equihbrio Trivial dado por (S*,I*) = (1,0), que corre-
sponde a população livre da doem::.a; 
• O Ponto de Equihbrio não Trivial (S*,I*) #- (1,0), que corresponde a 
populaç:ão no estado endêmico da doença. 
Podemos proceder ao estudo da análise de estabilidade dos pontos de 
equilibrio com base na seguinte argumentação: 
A equação (2.8) é do tipo~; = f(y) em que f(y) é uma função quadrática. 
Uma solução de equihbrio fi é tal que f(Y) = O. Podemos assim, considerar 
uma pequena perturbação ó(t) em 'f} tal que ló(t)l << 1 e expandindo a função 
solução y(t) = y+ó(t) em Série de Taylor [13] em tomo do ponto 'f}, obtemos: 
d(y :tó(t)) = f(y + ó(t)) = f(y) + J'(y)ó(t) + o(ó(t)) =* 
dó(t) = J'(Y)ó(t) 
dt 
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A solução da equação diferencial d~~t) = J'(y)8(t) com uma dada con-
dição inicial 8(0) = 80 é 
b(t) = 60ef'(Y)t 
Neste caso, a estabilidade dos pontos de equilibrio [2] dependerá do sinal 
da derivada de f (y) calculada no ponto y. Portanto: 
• Se f'(y) < O então b(t) -t O quando t -> oo, donde concluímos que 
y(t) -t y, ou seja, y é um ponto de equilíbrio assintoticamente estável; 
• Se f'(Y) > O então b(t) -t oo quando t -t oo, donde concluímos que 
y(t) -> oo, ou seja, y é um ponto de equillbrio instável. 
Analisamos agora a estabilidade dos pontos estacionários do modelo dado 
pela equação (2.8) com base na variação do parâmetro k - a e considerando 
v of O. Temos então os seguintes casos: 
(a) Caso k =a 
A equação quadrática se reduz a Equação Diferencial Ordinária Linear e 
de Primeira Ordem dada por 
dy ( 1 ) dt + b p + c + v y = v 
Tomando f(y) =v- (IJp +c+ v)y e fazendo f(y) =O, obtemos o único 
ponto de equilibrio dado por: 
- v y= llp+v+c 
Sendo f'(y) = -(b'p+c+v) <O, segue que f'(Y) <O. Consequentemente, 
v y = é um ponto de equilíbrio estável para o sistema e ele atrai 
llp+v+c 
todas as soluções com dados iniciais positivos. Mais ainda, y nos fornece o 
I 
nível endêmico da infecção na população, dado pela relação=, que funciona p 
como uma Medida da Prevalência da doença na população. 
A solução geral é dada como uma solução da equação homogênea asso-
ciada mais uma solução particular [2]; solução particular que por sua vez é 
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v 
-:-:----. Contudo, a solução geral sujeita a u:rna condição inicial y(O) = y0 lip +v+ c 
é dada como segue: 
y(t) = v +voe-(b'p+v+c)t 
lip+v+c 
Evidentemente, y(t) -r y quando t--> oo. 
(b) Caso k- a> O 
As raízes de (2.8) e, consequentemente, os pontos de equihbrio de 
dy = f(y) são: 
dt 
-(v +1/p +c- k +a)± y'(v+llp+c- k+a)2 +4v(k- a) Y1,2 = ---''---=-------'---'....O.,-.....::. ____ ,...:._ _ .:.__..:.. 
2(k- a) 
-(v+ 1/p+c- k +a)+ .j(v +lip+c- k+a)2 +4v(k- a) 




-(v+ 1/p +c- k +a)- .j(v + 1/p +c- k + a)2 + 4v(k- a) 
2(k-a) <O 
É claro que o estado estacionário de interesse do modelo é a proporção 
de equihbrio positiva localizada no intervalo (0, 1) e que é dada por 
_ -(v +1/p+ c- k +a)+ .j(v+ lip+c- k +a)2 +4v(k- a) 
y=yl= 2(k-a) 
Esse fato decorre imediatamente da aplicação do Teorema do Valor In-
termediário (TVI) (13], observando que de (2.8), j(O) = v > O e j(l) = 
-(1/p+c) <O. 
Portanto, existe uma raiz para j(y) localizada no intervalo (0, 1). A outra 
raiz nos será útil para podermos obter as soluções explícitas considerando que 
k- a> O. 
Tendo em vista que f'(y) =-(v+ 1/p +c- k +a)- 2(k- a)y, 
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claramente tem-se que f'(Y) = -y'(v+llp+c- k+a)2 +4v(k- a)< O. 
Com isso, concluímos que fj = y1 é um ponto de equihbrio estável para o 
sistema, ou seja, quaisquer soluções eorn dados iniciais positivos são atraídos 
por esse ponto. 
A solução explícita para este caso, pode ser facilmente obtida via in-
tegração direta dos termos em ddy = f(y) que decorrem da fatoração do 
t 
polinômio f(y) =v- (v+ b'p +c- k + a)y- (k- a)y2 em função de suas 
raízes. Dessa maneira, ternos o seguinte polinômio decomposto em função de 
seus zeros: 
f(y) = -(k- a)(y- Yl)(y- Y2) 
Assim, prosseguimos à obtenção das soluções de dy = f(y). 
dt 
dy dy 
- = -(k- a)(y- Yl)(Y- Yz) ==? = -(k- a)dt 
dt (y- Yl)(y- Y.z) 
==?f dy ) = -(k- a)t+cte (y- YI)(y Y2 
Usando o Método de Decomposição em Frações Parciais para ( ~( ) y-yl y-y2 
segue que: 
1 1 
1 Y1- Y2 Y1- Y2 
(y- YI)(y- Y2) Y- Y1 Y- Y2 
Como 
f dy 1 f 1 d 1 f 1 d (y- YI)(y- Y2) = Y1 - Y2 Y- Y1 y- Y1 - Y2 Y- Y2 y 
1 Y- Y1 
- --ln = -(k-a)t+cte 
Yl-Y2 y-y2 
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Considerando y* = y1 - Yz teremos: 
ln y- Yr = -(k- a)ty* + de.y* -Ç=? y- Yl =e -(k- a)ty* + de.y* 
y-~ y-~ 
Assim: 
Y- Yr =e -(k- a)ty* éte.y* 
y- Yz 
Dada urna condição inicial y(O) = y0 , obtemos: 
Yo - Yr = ede.y* 
Yo -yz 
Podemos obter a solução geral observando que 
*- _ J(v+b'p+c-k+a)2+4v(k-a) 
Y - Yr - Yz - 2(k _a) > O 
e, fazendo À= (k- a)y* >O, teremos: 
Y(Yo- Yz) - Yr (yo - yz) = y(yo- Yr)e -Àt - yz(Yo - Yr)e -Àt ===? 
(yo - Yz)Y- (Yo- Yr)e -Àty = yz(Yr - Yo)e -Àt + (Yo- ~)YI ===? 
[(Yo- Yz)- (yo- YI)e-Àt]y = yz(YI- Yo)e-Àt + (yo- Yz)YI ===? 
y(t) = (Yo- Yz)Yr +yz(Yr- Yo)e-Àt 
(yo- Yz)- (yo- YI)e-Àt 
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Contudo, a solução geral é dada por: 
Yo-YJ -Àt 
Y1- Yz e 
Yo- Y2 
y(t) = Yo- Y1 -.Àt 
1- e 
Yo- Y2 
Portanto, sendo .À > O, claramente temos que y(t) ---> y1 = fj quando 
t--. oo, para quaisquer que sejam os valores iniciais. 
(c) Caso k- a< O 
Nesse caso, as raízes são dadas por: 
v +b'p+c- k +a± -J(v + b'p+c- k +a)2 +4v(k -a) Y1,2 = __ .:._ _____ --''--'--,.---''-,-----'-----'-----'-
2(a- k) 
Os pontos de equihbrio são, por conseguinte: 
Y1 -
v+ b'p +c- k +a- -J(v + /Jp +c- k + a)2- 4v(a- k) 
2(ü- k) >o 
fj= 
Y2 
v+ b'p+c- k +a+ -J(v +lfp+c- k +a)2- 4v(a- k) 
2(a- k) > 1 
Analogamente, usando o TVI [13], o estado estacionário viável é a pro-
porção de equihbrio positiva localizada no intervalo (0, 1) e dada por 
_ ~' + b'p +c- k +a- -J(v + /Jp +c- k + a)2 - 4v(a- k) 
y = YJ = 2(a- k) 
Como f'(y) = -(v+b'p+c- k+a) +2(a- k)y, segue claramente que 
f'(fj) = --J(v + /Jp +c- k + a)2- 4v(a- k) <O. Portanto, da análise de 
estabilidade segue que o ponto fj = y1 é estável para o sistema, atraindo 
todas as soluções com dados iniciais positivos. 
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Sendo f(y) =(a- k)(y- y1)(y- y2 ), procedemos à obtenção da solução 
usando novamente o Método de Decomposição em Fraç.ões Parciais para 
1 D . 
( ) ( ) . essa manerra, teremos: y-yl y-y2 
dy dy 
-d = (a- k)(y- YJ)(y- Y2) ""* ( )( ) =(a- k)dt ===;, 
t Y- Y1 Y- Y2 
f dy ( )( ) =(a-k)t+cte Y- Y1 Y- Y2 
De modo semelhante ao caso anterior, ocorre que 
donde obtemos 
1 Y- Y1 
--ln = (a- k)t +de 
Y1- Y2 Y- Y2 
Novamente fazendo y* = Y1- Y2, teremos: 
lny- Y1 =(a- k)ty* + cte.y* {==)- y- YI =e( a- k)ty* + cte.y* 
y-y2 y-y2 
Logo: 
Y- Y1 = e(a- k)ty* éte.y* 
Y -Y2 
Com a devida condição inicial y(O) = y0 , segue que: 
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Notando que 
Yo - Y! = ede.y* 
Yo- Y2 
* J(v+llp+c-k+a)2-4v(a-k) 
y = Y!- Yz =- 2(a k) <O 
e, fazendo À= (a- k)y* <O, teremos: 
Y(Yo - Yz) - Y1 (yo- Yz) = y(yo- Yr)eÀt - Yz(Yo- Yl)eÀt ==? 
(yo- Yz)Y- (yo - Y1)eÀty = Yz(Y! - Yo)eÀt + (yo - Yz)Y! ==? 
[(Yo- Yz)- (Yo- Y!)eÀt]y = Yz(Yl- Yo)eÀt + (yo- Yz)Y! ==? 
y(t) = (Yo- Yz)Y! + Yz(Yr - Yo)eÀt 
(yo - Yz) - (yo- Y!)eÀt 
A solução geral é dada por: 
Yo-Yl >.t Y1 -yz e 
(t)- Yo-Yz Y- YoYlÃt 1- e 
Yo- Yz 
Evidentemente, com À <O, y(t)--> y1 = y quando t--> oo, para todos os 
valores iniciais. 
As análises anteriores nos dão informações a respeito do comportamento 
do sistema com relação a estabilidade dos pontos de equihôrio e enriquece a 
base de entendimento epidemiológico do modelo. Do que foi visto, podemos 
enunciar o seguinte resultado. 
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Teorema 2.2 Seja y = !_ com dP i O. Para v i O sempre 3 y i O e a p dt 
equação (2.8) possui o seguinte comportamento: 
(i) Quando k = a, existe um único estado estacionário para o sistema, 
dado pelo nível endêmico y = I como: p 
- v 
v= lfp+v +c (2.9) 
o qual é um ponto de equihôrio assintoticamente estável; 
(ii) Quando k- a >O, existe um único estado estacionário positivo para o 
I 
sistema localizado no intervalo (0, 1), dado pelo nível endêmico y = = 
como: P 
_ -(v +b'p+c- k +a)+ ...j(v + lfp+c- k +a)2 +4v(k- a) 
y= 2(k-a) 
(2.10) 
que é um ponto de equü~ôrio assintoticamente estável; 
(iii) Quando k - a < O, existe um único estado estacionário para o sistema 
I localizado no intervalo (0, 1), dado pelo nível endêmico y = =: p 
_ v+b'p+c-k+a- J(v+lfp+c-k+a)2+4v(k-a) 
y= 2(a- k) 
(2.11) 
que é um ponto de equüzôrio assintoticamente estável. 
2.1.4 Interpretações Epidemiológicas e Parâmetros de 
Controle da Infecção 
Como em qualquer modelo matemático de fenômenos naturais que visa es-
tabelecer teorias a respeito do comportamento que lhe é peculiar ou, até 
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mesmo, implementar mecanismos que objetivam a uma melhor interpretação 
e a mais próxima possível do caso real, os modelos matemáticos em epidemi-
ologia tem como um de seus objetivos principais proporcionar informações 
sobre dois parâmetros de importância fundamental, que são a Força de In-
fecção e o Valor de Reprodutibilidade Basal, esse último denotado na 
literatura específica por Ro. 
A teoria a respeito do parâmetro Ro, denominado também de Valor Lim-
iar, foi estabelecida pelos estudos dos britânicos Kermack e McKendrick 
em 1927 [20], sob um trabalho intitulado de Contribuições para a Teoria 
Matemática de Epidemias. Eles foram os primeiros pesquisadores a estudar 
os modelos matemáticos em epidemiologia e os seus respectivos trabalhos 
são os precursores nesta área. Os modelos iniciais por eles elaborados, foram 
comparados com dados de uma epidemia em Bombain na Índia [21]. 
Podemos entender a definição conceitual desse valor como o número de 
novos casos de infecção quando introduzido um indivíduo infectado na pop-
ulação sadia. Assim, existe um valor crítico para o qual a infecção pode 
eventualmente se alastrar na população hospedeira. 
O outro parâmetro, a Força de Infecção, pode ser entendida como uma 
taxa de ataque da doença e é definida como a razão entre a incidência 
(número de novos casos da doença por unidade de tempo) e o número de 
indivíduos suscetíveis na população [30]. Em geral, nos modelos epidemi-
ológicos, é a determinação desse parâmetro que vai nos dizer como a doença 
esta se propagando e, consequentemente, as possíveis estratégias de controle 
para combatê-la. 
A determinação desses parâmetros levam em conta o tipo de interação 
dos indivíduos e as peculiaridades de cada modelo. A comunhão entre os 
dois, formam os pilares da Teoria Matemática em Epidemiologia. 
Corno dissemos, o valor de Ro depende da formulação do modelo matemáti-
co e, em nosso caso, especial atenção será dada para a equação (2.8) e os 
resultados dela obtidos. 
Em geral, quando trabalhamos com dinâmica de doenças infecciosas em 
populações de tamanhos variáveis considerando o seu respectivo crescimento 
e decrescimento, diversos limiares podem ocorrer no sentido de nos fornecer 
mecanismos que visam a estabelecer os parâmetros de controle da infecção. 
Nesse modelo, dividimos a população total em indivíduos suscetíveis e in-
divíduos infectados, cujo número total denotamos por S(t) e I(t), respectiva-
mente. No sentido de estabelecer possíveis parâmetros de eontrole, podemos 
35 
distinguir entre duas formas de manter a infecção sob controle [6, 7]. Primeira-
mente, no sentido mais clássico, devemos esperar que I(t) ->O na medida que 
. I(t) 
t -> oo e, de modo relativo, devemos ter y(t) = P(t) -> O quando t -> oo. 
Podemos observar ainda que no caso da população P(t) ser estacionária, es-
sas duas condições coincidem, razão pela qual existe somente um único valor 
limiar. Mais ainda, a segunda condição pode ser mais forte ou mais fraca 
que a primeira, dependendo do crescimento ou decrescimento de P(t). 
Passamos agora a descrever as principais interpretações epidemiológicas 
do modelo (2.1) e estabelecer possíveis medidas de controle da infecç_:ão com 
base no valor limiar Ro obtido e nas devidas taxas do sistema. 
(1) Podemos concluir que em todos os casos de estabilidade, a população 
total P(t) tem o seguinte comportamento para t-> oo: 
(1.1) P(t) -> oo se b- r- ciij >O; 
(1.2) P(t) -> O se b- r- ay < O. 
em que y representa os devidos pontos de equihbrio estáveis do modelo. 
Desta forma, estabelecemos um primeiro valor limiar para o modelo, 
dado por R = b . Logo, a população total P(t) cresce numa 
r+ay 
eventual razão exponencial se R > 1 e decresce na mesma razão se 
R< 1. De fato isso ocorre para todos os valores de y do teorema (2.2), 
pois da primeira equação do sistema (2.2) obtemos a seguinte forma 
limitante para P = P(t) quando t-> oo: 
dP = (b-r)P+(r-b+ll -r')I ~ .!._ dP = (b-r)+(r-b+lf -r')!_ 
dt Pdt P 
Portanto: 
.!._ dP = (b - r) + (r - b + b' - r')y = (b - r - o:Y) p dt 
dP 
- = (b- r- ay)P dt (2.12) 
Resulta assim, numa Equação Malthusiana, cuja solução dada por 
P(t) = Poe(b- r- ay)t nos fomece as conclusões anteriores. 
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(2) Em todos os casos de estabilidades analisados, sempre existe o nível 
endêmico da infecção na população hospedeira, ou seja, na presença do 
mecanismo de transmissão vetorial, sempre existem indivíduos doentes 
na população total. Assim, quando ocorre um aumento nessa taxa, 
ou seja, v suficientemente grande, ocorre também um aumento na pro-
- d. · L I porçao en ennca. ogo, = = y -> 1. p 
É suficiente tomar o limite em todas as proporções endêmicas (2.9) -
(2.11) quando v -> oo. Nessas condições, sendo x + y = 1, decorre 
que x -> O. Portanto, a proporção de infectados na populac,:ão total 
cresce na medida em que ocorre um aumento na taxa de transmissão 
vetorial. Esse crescimento pode ser também obtido através da mudança 
explícita dos níveis endêmicos y dados pelas igualdades (2.9)- (2.11), 
com relação à variável v. De fato: 
- v (2.1) Para y(v) = decorre que 
v+c+ 1/p 
&y = c+b'p > 0 8v (v+c+llp)Z 
(2.2) Se k- a >O temos o ponto 
-c) -(v+b'p+c+a-k)+v(v+llp+c+a-k)2+4v(k-a) 
y v = 
2(k- a) 
Sua variação em relação a v é dada por 
&y 1 { (v+b'p+c+a-k)+2(k-a) } 
8v = 2(k-a) -l+ y'(v+llp+c+a-k)2+4v(k-a) 
Podemos observar que para um crescimento de v suficientemente 
grande , no entanto limitado, a expressão anterior torna-se no 
mínimo igual a 1. Portanto, podemos concluir que i!v > O também 
nesse caso. 
(2.3) Se k- a < O temos o ponto 
_() v+b'p+c+a-k-y'(v+b'p+c+a-k)2-4v(a-k) 
y v = 2(a- k) 
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A variação de y com relação a v é dada por 
&fj 1 { (v+b'p+c+a-k)+2(k-a) } 
8v = 2(a-k) 1 - J(v+lfp+c+a-k)2+4v(k-a) 
De modo análogo ao caso anterior, podemos concluir que a ex-
(v+b'p+c+a-k)+2(k-a) , 1 ali d pressão esta oc za a no 
J(v + lfp +c+ a- k)2 + 4v(k- a) 
intervalo (0, 1) para v suficientemente grande e limitado. Por-
I ' õy tanto, cone UlillOS que 8v > O. 
Contudo, podemos concluir que ocorre um decrescimento na forma 
b do valor limiar R = com o aumento da transmissão vetorial 
r+ay 
v, pois ocorre um aumento na proporção y de tal modo que y = 
I -+ 1, o que consequentemente faz com que P(t) -+O e, assim, p 
I(t)-+ oo; 
(3) Para todos os casos de estabilidade podemos concluir que y-+ O quando 
c-+ oo. Podemos também, como no caso de v, explicitar a mudança 
no nível endêmico y causada pela variação de c. 
v (3.1) Para y(c) = li decorre que 
v+c+ p 
&fj 
-8c (v+c+lfp)2 <O 
v 
(3.2) Se k- a > O temos o ponto 
_() -(v+b'p+c+a- k) + J(v +b'p+c+a- k)2 +4v(k- a) 
y c= 2(k- a) 
Sua variação em relação a c é dada por 
&fj _ 1 { 1 + v+b'p+c+a-k } 
8c- 2(k-a) J(v+b'p+c+a-k)2+4v(k-a) 
v +b'p+c+a- k 
Como O< /7===:==='===~;====c:===c < 1, resulta que 




(3.3) Se k - a < O temos o ponto 
y(c) = v+ b'p +c+ a- k- j(v + llp +c+ a- k)2- 4v(a- k) 
2(a- k) 
A variação de y com relação a v é dada por 
õy 1 { (v+b'p+c+a-k)+2(k-a) } 
oc = 2(a-k) 1 - j(v+llp+c+a-k)2 +4v(k-a) 
Como (v+b'p+c+a-k)+2(k-a) 
j(v + b'p +c+ a- k)2 + 4v(k- a) 
õy 
&c< O. 
Podemos concluir que o valor lim.iar R = 
> 1, obtemos que 
b 
--- cresce com o 
r+ay 
aumento no valor da taxa de remoção c, pois isso traz consigo 
I 
o fato de que y = = -+ O, o que acarreta em P(t) -+ oo e, p 
consequentemente, I(t)-+ O; 
(4) O valor de Ro neste modelo, para reger a variação da proporção y(t) 
de indivíduos infectados, pode ser determinado tomando como base a 
sua definição conceitual e a equação (2.8). Podemos obter esse valor 
lim.iar a partir da introdução de um valor inicial y0 (t) na dinâmica da 
infecção em (2.8). Portanto, podemos considerar uma outra equação, 
dada por dy =v- (v+c+b'p- k+a)y = f(y), pois YÕ é praticamente dt 
desprezível em se tratando de proporção de infectados. 
Dessa forma, a raiz de f(y), dada por y = v k funciona 
v +c+ llp +a - • 
val · · dy C t d - ' · ' 1 c ·t· A . como or cnt1co para -. on u o, y e Vlave se 10r pos1 .1vo. ssrm, dt 
é necessário e suficiente que v + c + li p + a - k > O, donde obtemos o 
alli 'Ro k v or rmar = ----:---
v+c+lip+a 
Para valores Ro ::; 1, o nível endêmico ocorre somente se v > O, ou 
seja, quando a transmissão vetorial está presente sempre existe o nível 
k 
endêmico. Além disso, quando Ro - > 1, o nível 
v+c+llp+a 
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endêmico dado em (2.10) pode ocorrer mesmo quando v = O, pois o 
parâmetro k pode ser suficiente para assegurar essa condição. 
Podemos concluir que em um processo de transmissão horizontal (atra-
vés da transfusão de sangue contaminado) suficientemente forte na pop-
ulação, a doença pode ainda ser mantida se coexistirem a transmissão 
vertical e horizontaL 
Essa análise nos fornece conclusões epidemiológicas importantes, pois 
mesmo em áreas nas quais o vetor transmissor não atua, a doenç.a 
pode surtir em decorrência do fluxo de imigrantes contaminados de 
áreas infectadas. 
Portanto, podemos concluir que uma estratégia de controle da doença, 
o que significa diminuir a proporção fi de infectados, deve estar concen-
trada principalmente na força de infecção k, pois existe um alto risco 
de alastramento geográfico da doença em função desse mec.anismo de 
transmissão, consequentemente influindo no processo de transmissão 
vertical. 
Se ocorre um aumento na probabilidade de transmissão vertical q, o 
que por outro lado faz com que p decresça, consequentemente ocorre 
um aumento no valor de Ro, ou seja, Ro cresce na medida em que 
p diminui. Se ocorre um aumento significativo na taxa de remoç.ão, 
c --> oo, então Ro diminui e fi --> O; se k --> oo, evidentemente fi--> 1. 
Portanto, concluímos que uma outra possível estratégia de controle 
deve estar concentrada na taxa de remoção c e novamente na força 
de infecção k, o que está intrinsecamente relacionada ao processo de 
alastramento geográfico da infecção. 
É claro que todas essas análises feitas em conjunto, contribuem de forma 
eficaz como medidas de controle e até mesmo de erradicação da doença. 
Evidentemente, com a eliminação em massa dos vetores transmissores 
que possuem o agente patogênico do Mal de Chagas cujo habitat são lugares 
adequados ao desenvolvimento do seu ciclo de vida, os esforços devem ser 
direcionados aos modos de transmissão horizontal, com ênfase na transfusão 
sanguínea. De qualquer forma, as devidas medidas de prevenç:ão, como o 
tratamento sanitário e higiênico das condições de moradia, são essenciais 
para que se possa erradicar as doenças epidêmicas, melhorando assim o nível 
de qualidade de vida na saúde pública. 
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2.2 Modelo SIS com Mistura Proporcional e 
Ausência de Transmissão Vetorial 
Como vimos no caso anterior, com a presença do mecanismo de infecção dado 
pelo o vetor, não existe o estado estacionário livre da doença. Na ausência 
deste tipo de transmissão ou, até mesmo, quando ela é suficientemente pe-
quena, podemos concluir que existe o equiHbrio trivial e veremos que os 
parâmetros limiares são mais diversos, fornecendo condições necessárias para 
um possível controle ou até mesmo a erradicação da doença, pois a priori, 
com a eliminação do vetor transmissor estaríamos quebrando a cadeia de 
infecção do mal chagásico. 
Esse é um caso interessante, pois novamente nos permite analisar a possi-
bilidade da Doença de Chagas ser importada de áreas endêmicas para áreas 
onde a população de vetores não esta presente. 
2.2.1 Introdução ao Modelo 
Tomando como base a equação (2.1) do modelo anterior e com as mesmas 
taxas, no entanto, sem a presença do modo de transmissão vetorial, obtemos 
um outro modelo que será a base do desenvolvimento para o caso aqui pro-








I I ) SI bq-r -ci+kS+I (2.13) 
Podemos proceder à normalização das equações deste modelo, consideran-
do as mesmas proporções em x e y e, assumindo que o parâmetro a = 
(b - r) - (I/ - r') seja positivo e que k > a. Portanto, obtemos as seguintes 





(IJp + c)y- (k- a)xy 
- -(b'p + c)y + (k- a)xy 
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(2.14) 
Novamente usando o fato que x + y = 1, chegamos a uma única equação 
em y que nos facilitará a manipulação algébrica e, consequentemente, a 
obtenção dos parâmetros limiares, que é um dos objetivos principais do nosso 
estudo. Nossa nova equação é dada por: 
dy = f(y) = (k- a- c- IJp)y +(a- k)y2 dt (2.15) 
É interessante tentar determinar situações em que a população total se 
torne estacionária. A equação que rege P(t) é a mesma que em (2.12) do 
caso anterior, ou seja: 
dP 
- = (b - r - aY)P dt 
dP 
Fazendo dt =O, ternos que P(t) = O ou b- r- ay =O. Dessa última 
igualdade ternos que: 
y = b - r, que é viável se y > O. Logo é necessário e suficiente que 
a 
b - r > O, pois estamos supondo que a > O. 
b 
Desta maneira, para que P(t) seja estacionária, devemos ter - > 1 ou 
r 
b b = r + ay, donde resulta que = 1. 
r+ay 
dP b-r 





Com base nessa análise, obtemos dois valores limiares iniciais que regem 
b b 
a dinámica de P(t), os quais denotamos por R= - e R 1 = ---
r r+ay 
2.2.2 Pontos de Equilíbrio e Análise de Estabilidade 
Os pontos de equihbrio são dados pela solução da equaç:ão ~~ = O, que cor-
responde a determinar os zeros da função f(y) dada em (2.15). Podemos 




Yz= =1---'--k-a k-a 
Portanto podemos observar que o equilibrio livre da doem,'<>, o ponto 
(x, Y) = (1, O) sempre existe, ou seja, a população esta livre da infecção; 
lfp+c . _ 
quando y = 1 - k , ocorre que sempre eXIstem doentes na populaçao 
-a 
hospedeira, logo, existe o nível endêmico da infecção. 
Analisaremos agora a estabilidade assintótica local desses pontos e, conse-
quentemente, nos será possível determinar os valores limiares para o modelo. 
(1) Estabilidade Assintótica do Equilíbrio Trivial 
Sendo f'(y) = (k-a-c-lfp)+2(a-k)y, segue que f'(O) = k-a-b'p-c. 
Podemos então concluir o seguinte: 
k 
Se f'(O) <O, ou seja, se < 1, então (x, Y) = (1, O) é um ponto 
a+ b'p +c 
k 
de equillbrio estável. Caso contrário, se 
11 
> 1, então (x, fi) = (1, O) 
a+ p+c 
é um ponto de equilibrio instável. 
(2) Estabilidade Assintótica do Equilíbrio Não Trivial 
O "lífb . - . "al . d d c- -) c11P +c 1 1/p +c) eqm no nao tnv1 e a o por x, Y = k _ a , - k _ a 
e de modo análogo, facilinente temos que f'(y) = -k +a+ lfp +c. 
Se f' (y) < O, isto é, se k > 1, então o ponto não trivial é estável. 
a+llp+c 
Caso contrário, se : < 1, decorre que o ponto não trivial é instáveL 
a+ p+c 
Contudo, deterruinamos um outro valor limiar que denotamos por Ro, ao 
qual a estabalidade assintótica dos pontos de equilíbrio esta vinculada, sendo 




Procedendo à obtenção das soluções explícitas para a aquação (2.15), 
podemos primeiramente escrevê-la como f(y) = (a- k)(y- y2 )y e, usando 
o processo de decomposição em frações parciais chegamos a seguinte solu<;:ão 
com a condição inicial dada por y(O) = y0 : 
(t) _ Y2 y - Y2-Yo Àt 1+ e 
Yo 
onde À= (a- k)Y2· 
Podemos notar ainda que, no caso das trajetórias do sistema convergirem 
para o ponto Y2, devemos ter À < O, o que ocorre somente se Y2 for biologi-
camente viável, ou seja, se y2 >O. 
Yp +c . k • 
Logo, se 1- k >O, donde conclUllllOS que 11 > 1, que e a --a a+ p+c 
condição limiar Ro > 1 vinculada com a estabilidade de y2 • Por outro lado, 
se À >O, ocorre que as trajetórias do sistema convergem para O, o que será 
k 
válido se 11 < L a+ p+c 
Assim, se À < O, temos que y(t) -. y2 e se À > O decorre que y(t) -. O. 
Passamos agora a analisar a dinari:tica para P(t) dada pela equação (2.12) 
em conjunto com a proporção endêmica y, com o objetivo de estabelecer re-
sultados que os relacionem com os valores limiares já obtidos. 
(a) Caso em queRo::; L 
dP dP 
De dt = (b- r- aY)P e tendo y = O, seque que dt = (b- r)P. 
Se b- r :::; O, ou seja, se ~ ::; 1, decorre que P(t) -+ O quando t -. oo. 
r 
1 Considerando que a proporção y ===O, podemos concluir que I(t) -+O; p 
b Se b - r > O ou - > 1, decorre que P(t) -. oo quando t -+ oo. Dado 
r 
que a proporção y = ~ = O, .podemos obter duas conclusões com relação a 
população de infectados, que passamos a analisar. 
Do modelo incial (2.1), obtemos uma única equação para a variaç:ão de 
I(t), dada pela equação (2.4), a saber: 
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di r' - li r' - li 
-=(b'q-r'-c+v--+k )I dt b-r b-r+r'-11 
Na ausência de transmissão vetorial e usando a devida proporção ~ = 
b-r 
--,que neste caso ainda se tem fi= O, teremos: 
a 
di (b' I r' - li ) di ( I I r' - li) 
-= q-r -c+kb I=?-d = bq-r -c+k I dt -r+r'-11 t a 
di (b' 1 a-b+r) di(' , ) 
-= q-r -c+k I=?-= bq-r -c+k-kfii dt Q dt 
di ( I I 
- = bq-r -c+k)I dt 
Vemas então que dessa última equação, obtemos um outro valor limiar, 
liq+ k desta vez para I(t), dado por R2 = . Portanto, podemas ter ainda 
c+r' 
I fi= = = O no caso em que P(t) ---+ oo com I(t) ---+ O se R2 < 1 e I(t) ---+ oo p 
seRz>l. 
(b) Caso em queRo> 1 
dP 
Neste caso, y(t) ---+ y2 e quando dt = (b- r- afi)P, temos que P(t) ---+O 
I 
se b < r+afi e P(t) --+ oo se b > r+afi. Portanto, se a proporção fi= P _, y2 
com P(t) ---+ oo obtemos que I(t) _, oo e, no caso em que P(t) ---+O, resulta 
que I(t)---+ O. 
Esta exposição e análise de parãmetras limiares nas fornece um forte 
resultado para o modelo, que nos passibilitará examinar a prevalência da 
doença em termas dos pontos estacionários, da população P(t) e da proporção 
dos infectados I(t). Estabelecemos assim , o seguinte teorema que rege o 
comportamento do modelo propasto. 
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Teorema 2.3 Paro o modelo (2.14) temos: 
Se P(t) é estacionária, a proporção de infectados y 
b-r y = -- nos casos em que R> 1 e R1 = 1; 
C< 
I p é dada por 
Se P(t) não é estacionária, então as seguinte possibilidades podem ocor-
rer: 
(i) As condições abaixo regem o comportamento da proporção de infecta-
dos y(t): 
lím y(t) = { y, 
t-co O, 
se Ro > 1, 
se Ro <;_ 1. 
d - ' il" . - t . ial d d - 1 llp +c on e y e o equ %uno nao nv a o pory = - ; k-a 
O comportamento assintótico da população total em conjunto com a pop-
ulação de infectados obedecem as seguintes condições: 
(ii} Se Ro <;_ 1 e R<;_ 1, então P(t), I(t) e y-+ O quando t -t oo. Entre-
tanto, se Ro <;_ 1 e R> 1, então P(t) -+ oo e y(t)-+ O. Mais ainda: 
I(t)-+ { 00 ' o, 
se R2 > 1, 
se R2 < 1. 
(iií) Se Ro > 1 então y(t) -+ y. Mais ainda: 
P(t)-+ { O, se R1 < 1, 
oo, se R1 > 1. 
e, 
I(t) -+ { O, se R1 < 1, 
oo, se R1 > 1. 
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2.2.3 Controle da Doença 
Os diversos valores limiares obtidos em todos os casos (v# O e v= O) para 
descrever o comportamento dinâmico do modelo proposto, são decorrentes 
do fato de supormos que a população total varia em tamanho, fato que já 
destacamos no iniício do capítulo. Cada em desses parâmetros possuem um 
significado epidemiológico específico, que passamos a descrever. 
(1) b R = - pode ser interpretado como o número reprodutivo da proporção 
r 
da população livre da doença. 
De fato, ao considerarmos I(t) =O, temos que 
Portanto, 
dS dP b b 
- =- = (b- r)S =r(- -l)S =r(- -l)P dt dt r r 
b P(t) -+ oo se - > 1, com t-+ oo 
r 
b P(t) -+ O se - < 1, com t -+ oo. 
r 
k (2) ~ = IJ pode ser considerado como o valor que rege a dinâmica 
a+ p+c 
da rede de infectados na população total. 
Considerando a definição do Valor de Reprodutibilidade Basal [30], 
podemos considerar uma população composta de 80 indivíduos suscetíveis 
no tempo t quando um único infectado é introduzido na população. 
Tomando a segunda das equações (2.13), podemos concluir que a prob-
abilidade de que a doença ainda se estabeleça na população hospedeira 
no tempo t em função de um ou outro sobrevivente da transmissão 
vertical é dada por 
e<l!q- r'- c)t 
No começo da infecção, a população inicial composta de 80 suscetíveis 




Dessa forma, o número esperado de novos casos de infecção em um 
certo de intervalo de tempo t, devido a transmissão horizontal pelos 
indivíduos na população inicial vale 
s, ke-<r' +c- b' q)t 
o dt 
Soe<b- r)t 
Logo, podemos determinar o número total de novas infecções causada 
exclusivamente por esse único infectado ao longo da população inicial 
de suscetíveis. Portanto: 
o e dt=k e-<r'+c+b-llq-r)tdt 1oo s, k -(r'+ c- b'q)t 1oo o Soe<b- r)t o 
k 
Sendo a= (b -li)+ (r'- r) e Ro = plf , resulta que: 
a+ +c 
k k 
k { 00 e -(r' +c+ b - li q -r )t dt = k { 00 e-Ro t dt = k lim rt; e- Ro t dt 
Jo Jo f.-oo Jo 
k 
Portanto, k lim e Ro dt = Ro 11'. --t ç-oo O 
b (3) R1 = é a razão de reprodutividade da população quando a 
r+ay 
doença é endêmica. 
De fato, quando ~ -> y a população total satisfaz a equação 
dP _ _ b _ 
- = (b-r- ay)P = (r+ay)( -l)P = (r+ay)(R1 -l)P dt r+ay 




P(t) -+ oo quando R1 > 1 
P(t)-+ O quando R 1 < 1 
R2 = k + qiJ é a razão de reprodutívídade da população afetada pela 
r' +c 
doença quando a população total está crescendo e a proporção endêmica 
I , 
p e zero. 
De modo análogo, a equação límítante para I(t) quando ~~?) -+ O 
pode ser escrita como 
di ( f ) ( k + qiJ ) ( f ) ( ) 
-d = r + c r' - 1 I = r + c R 2 - 1 I t +c 
Portanto, 
{ 
I(t)-+ O quando Rz < 1 
I(t)-> oo quando R2 > 1 
Com base nos valores limiares descritos no teorema (2.3), que os rela-
cionam com a estabilidade dos pontos estacionários, podemos concluir que 
de uma maneira geral, existem duas noções distintas como medidas de cont-
role ou erradicação da doença em uma população que não é estacionária. 
Nesse sentido, uma primeira abordagem no caso de a população total P(t) 
está crescendo, requer que a proporção y(t) tenda a O e o valor limiar que 
k 
controla esta situação é dado por Rv = li ::; 1. Portanto, especial 
a+ p+c 
atenção deve ser dada as taxas c de remoção e na força de infecçcão k. 
Além disso, objetivamos reduzir ao máximo o número total de infecta-
dos. Para tanto, os valores límíares R 1 e R2 são os que controlan! essa 
situação. No entanto, com o decrescimento populacional essa segunda con-
dição é menos precisa, pois requer que a proporção de infectados deve tender 
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ao nível endêmico 'fj mesmo quando o número total de infectados deva de-
crescer com a população totaL 
2.3 Modelo SIS com Estágios Distintos de In-
fecciosidade 
A doença de Chagas se manifesta no ser humano através de três etapas dis-
tintas. No primeiro momento, ocorre o que os epidemiologistas denominam 
de fase assintomática ou aguda da infecção, que dura em média de 3 a 8 
semanas, onde a doença ainda tem cura através do acompanhamento médico 
específico . Caso não seja diagnosticada a tempo, a infecção evolui para as 
formas crônica e clínica. Nessa última fase, principalmente, a doença é fa-
tal, pois degenera partes essenciais ao corpo humano como os músculos e o 
coração [12]. 
A análise matemática do modelo levando em consideração esse aspecto 
de heterogeneidade é muito importante e direcionamos essa questão para 
determinar quais os comportamentos que a infecção possa ter na população 
afetada. 
2.3.1 O Modelo 
Neste modelo consideramos as duas formas de infecção, a clínica e a crônica. 
Para tanto, devemos considerar o número de indivíduos cronicamente doentes 
no instante t e o número de indivíduos clinicamente doentes no tempo t, que 
denotamos por J 1(t) e h(t), respectivamente. Um complicador na dinâmica 
da infecção de Chagas está na dificuldade de se detectar os doentes crônicos 
[12], logo, a probabilidade de cura nesse aspecto da infecção é muito pequena. 
Então a taxa de cura é praticamente nula para o caso que propomos. 
Consideramos um modelo que consiste na introdução de alguns indivíduos 
cronicamente infectados quando a transmissão pelo barbeiro infectado (trans-
missão vetorial) é suficientemente pequena. 
Com base nessas características da doença, um primeiro modelo é dado 








Os novos parâmetros possuem o seguinte significado para i= 1, 2: 
(2.16) 
IJi = taxa de natalidade dos indivíduos infectados no estágio i; 
"i = taxa de mortalidade dos indivíduos infectados no estágio i; 
qi = probabilidade de transmissão vertical para os indivíduos infectados no 
estágio i; 
Pi = probabilidade de nâo transmissão vertieal para os indivíduos infectados 
no estágio i; 
ki = força de infecção dos indivíduos infectados no estágio i; 
S = taxa de cura dos indivíduos infectados no estágio i. 
Praticamento todos os parâmetros do modelo possuem o mesmo signifiea-
do que o modelo precursor (2.1 ). O único parâmetro novo, dado por g, denota 
a taxa de transferência dos indivíduos no estágio crônico para o estágio clínico 
1 
da infecção. Desde que o parâmetro g seja muito pequeno, pois - significa o 
g 
período médio em que um indivíduo infectado permanece na fase c>rônica, que 
para o Mal de Chagas é da ordem de 10 a 15 anos [12], podemos considerar 
e analisaremos o caso em que g = O. 
A análise matemática do modelo proposto será direcionada para alguns 
easos particulares e de interesses epidemiológicos. Para tanto, usamos nova-
mente a substituição que denota a proporção dos indivíduos nas classes S, 
h e fz. Assim: 
sw hW IzW 
x(t) = P(t) < 1, Y1 (t) = P(t) < 1, Y2(t) = P(t) < 1, 
em que claramente x + y 1 + Y2 = 1. 
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De posse das equações anteriores, podemos obter a equação que rege a 
dinãmica da populaç-ão total, que denotamos por P(t). 
(2.17) 
Fazendo aí = b- r-(~- ri) e usando as devidas proporções x, y1 , Y2 
juntamente com as equações dinâmicas do modelo, obtemos as seguintes 




v- (v+ lf1pr +ar+ cr- kr)Yr + (k2- v)y2 
+ (az- kr- k2)YrY2 +(ar- kr)Yr- kzy~, 
- -(az + b'2f!z + cz)Y2 + e<rYIY2 + e<z~. (2.18) 
Estamos interessados em soluções para o sistema que sejam epidemiologi-
camente viáveis. Para tanto, definimos como domínio do modelo (2.18) o 
seguinte conjunto: 
Q = {yr, Yz E [O, 1]; Yr + Y2 :S 1}. 
O conjunto Q é invariante [9] para o conjunto de equações (2.18). De 
fato, devemos avaliar se 
na fronteira e no interior de Q, em que ii é o vetor normal exterior e com 
(1fr,!h) sendo o campo vetorial do sistema (2.18). Assim, temos que: 
(i) ii(1fr(yr,O),!h(Yr,O)) = (0, -1)(1fr(Yr,O),O) =O; 
(ii) ii(1fr(O,yz),!h(O,y2)) = (-1,0)((v+k2Y2)(1-y2),!h(O,yz)) ==? 
ii(1fr(O,yz),!h(O,yz)) =-(v+ k2y2)(1- Yz) <O; 
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(iii) ii(JJi,Jh)=- ~(1,1)(y;,y;)emquen=- ~(1,1)éovetornormal 
exterior à região limitada pela desigualdade y1 + y2 ::; 1 e, mais ainda, 
O < Y1 < 1 e O < Yz < 1. Dessa forma, sendo x + y1 + Yz = 1 temos que 
ii(JJi,y'z) =- ~(Jh +y;) =- ~(Y1 +y2)' =O 
Desta maneira, as trajetórias soluções do modelo para quaisquer valores 
iniciais dados, permanecem na região Q para todo tempo t 2: O, ou seja, Q é 
uma região invariante para o sistema (2.18). 
2.3.2 Pontos de Equilíbrio e Análise de Estabilidade 
Para proceder à análise de estabilidade para os pontos de equihbrio do mo-
delo, algumas considerações para o caso proposto devem ser observadas. Con-
sideramos então o caso em que a população inicial consiste de apenas alguns 
indivíduos suscetíveis e outros cronicamente infectados. Desta maneira, a 
análise da estabilidade pode ser efetuada considerando 12(0) =O. 
Essas observações nos conduzem a uma análise matemática mais simples, 
pois estaremos interessados em soluções com dados iniciais tais que h = O, 
ou seja, com que yz(O) =O. 
Obtemos assim, a seguinte equação que será a nossa base de estudo para 
posteriores conclusões a respeito da dinãmica da doença para essa situru;:ão: 
(2.19) 
Os pontos estacionários são obtidos da igualdade ~: = O, que são as 
raízes da equação f(y1) dada em (2.19). Assim, considerando 
(k1- aJ)yf +(v+ b'1p1 + c1 + a1- k1)Y1- v= O 
obtemos as seguintes raízes para f (Y1): 
j(v + b'1p1 + c1 + a 1 - k1)2 + 4v(k1 - a1) 
2(k1- a1) 
53 
Evidentemente, estamos interessados naquelas raízes que são biologica-
mente viáveis para a equação (2.19). Desta forma, devemos avaliar a ex-
istência de raízes para f(y1) que são positivas e estão compreendidas entre 
(0, 1], e isso irá depender do sinal do coeficiente k1 - a 1. 
Se k1 - a 1 > O, a raíz de interesse é dada por: 
_ -(v+ b~p1 + CJ + 0<1- k1) + J(v + b'1p1 +c1 + 0<1- k1)2 + 4v(kJ- a1) 
YJ = 2(kl - a1) 
Esse ponto é tal que O < fh < 1, pois com o Teorema do Valor Interme-
diário [13] aplicado à função f(y1) no intervalo [0, 1], reforça o fato de que 
essa raiz esta realmente localizada no intervalo (0, 1], pois f(O) = -v< O e 
f(1) = ~P1 +c1 >O. 
A análise de estabilidade será feita com base nas mesmas idéias desen-
volvidas nos capítulos precedentes. Assim, dada a equação f(yJ), temos que 
f'(y1) =-(v+ b'1p1 + c1 + a 1 - k1) + 2(a1 - kJ)y1. 
Para o equilibrio 'fj1 obtido anteriormente temos que 
f'(y1) = -J(v + b'1p1 + CJ + 0<1- k1)2 + 4v(k1 - ai)< O 
Logo, esse ponto de equilibrio é assintoticamente estável para (2.19) quan-
do k1 - a1 >O. 
Se k1 -a1 < O, podemos observar pelos sinais dos coeficientes de f(y1 ) que 
, • . . V + b'Jpl + CJ + 0<1 - k1 
existem duas rruzes positivas para f(y1), po1s - 2(k1 _ a 1 ) >O, 
ou seja, a componente y1 das coordenadas do vértice da parábola f(YI) esta 
localizada no lado positivo dos eixos coordenados, pois k1 - a 1 < O 
Novamente pelo uso do Teorema do Valor Intermediário podemos garantir 
a existência de um ponto de equihbrío biologicamente aceitável para esse easo, 
pois f(O) = -v< O e f(l) = b'1p1 + e1 >O. Portanto, existe um único ponto 
de equihbrio y1 para (2.19) quando k1 - a 1 <O dado por: 
_ v+ b~pJ + c1 + 0<1- k1- J(v + ~p1 + c1 + a 1 - k1)2 + 4v(kl - a 1) 
Y1 = 2(a! - k1) 
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Analisando o sinal de f' (y1) nesse ponto de equilibrio temos que 
Logo, esse ponto de equilibrio é assintoticamente estável para (2.19) quan-
do k1 - a1 <O. 
Podemos conlcuir então, que na presença do mecanismo de transmissão 
vetorial v para o caso heterogêneo que estamos tratando, que é assumido 
constante ao longo do processo, sempre existe o equilibrio endêmico e con-
clusões análogas ao modelo (2.1) podem ser feitas. Sendo v= O, existem dois 
casos possíveis: 
(i) Caso em que k1 - a 1 >O 
Para esse caso, temos o seguinte ponto de equihbrio: 
_ -(b~pl + c1 + a1 
Y1 = 
Como k1 - a 1 > O e analisando o termo no módulo, teremos: 
Assim, resulta em: 
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O estado estacionário não-trivial (y1 i' 0), é biologicamente viável se, e 
b;p! + Cj 
somente se, 1 - k > O. Desta forma e, pelo exposto anteriormente, 
1- étj 
se b;p1 + c1 < k1 - a 1 , ou seja, se o valor limiar !4J = 
obtemos a viabilidade desse ponto. 
(ii) Caso em que k1 - cq <O 
Como vimos, para esse caso o ponto de equilibrio é dado por: 
_ v+ ll1p1 + c1 + a1- k1- j(v + ll1p1 + c1 + a1 - k1)2 + 4v(k1- a1) 
Yl = 2(a1 - k1) 
Com v =0: 
Sendo k1 -a1 <O, resulta que ilf1p1 +c1 +a1-k1l = ll1p1 +c1 +a1-k1 >O, 
donde obtemos que 'ih = O quando k1 - a 1 < O. 
Em vista do exposto anteriormente, estabelecemos o seguinte teorema: 
Teorema 2.4 As equações do modelo (2.18) possuem o seguinte comporta-
dP 
menta para y2(t) = O e dt i' 0: 
(1) Sempre existe uma proporção endêmica de equilzôrio com v i' O, de 
acordo com as seguinte condições: 
(1.1) Se k1 - a 1 >O, a única proporção endêmica de equihôrio é dada por 
_ -(v+ b;p1 + c1 + a1 - k1) + j(v + l4Pl + c1 + a1- k1)2 + 4v(k1 - a1) 
Y1 = 2(ki - a1) 
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a qual é assintoticamente estável; 
(1.2) Se k 1 - a 1 <O, a única proporção endêmica de equilzôrio é dada por 
_ v+ l!1p1 + c1 + a1- k1- J(v + /!1p1 + c1 + a1- k1)2 + 4v(kl- a1) 
Yl = 2(al- k1) 
a qual é assintoticamente estável. 
(2) Se v= O temos que: 
(2.1) Se k 1 - a 1 >O existe a proporção endêmica de equihôrio dada por 
1- /!lpl + CJ 
k1 - a1 
kJ 
se, e somente se, Ro = /1, > 1. 
a1 + 1P1 +c1 
(2.1) Se k1 - a 1 <O sempre existe a proporção de equihôrio livre da doença 
2.3.3 Mecanismos de Controle da Doença 
Esse modelo desenvolvido em [8] ilustra uma situação típica de doenças que 
se alastram epidemicamente em função de urna possível transferência da in-
fecção originária de áreas infectadas para outras em que a doença não está 
presente ou se mantém em proporções endêmicas aceitáveis. Assim, o mod-
elo leva em consideração urn possível alastramento geográfico da doença e 
esse fato se torna mais agravante em áreas nas quais a transmissão vetorial 
ocorre. 
A fase crônica da doença de Chagas é conhecida também como urna forma 
silenciosa da doença, pois nessa fase a infecção em geral é de difícil diagnóstico 
e perdura por muitos anos [4] e, mesmo quando detectada, seu tratamento 
se torna complicado, pois seus sintomas se agravam e são sinlilares àqueles 
da fase clínica onde em geral a doença é fatal. 
A dinâmica da infecção na população hospedeira levando em consideração 
o aspecto de diferentes fases de infecciosidade, que nesse caso foi posterior-
mente considerado apenas com indivíduos infectados na fase crônica, pode 
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ser de extrema importância no sentido de estabelecer possíveis previsões a 
respeito dos direcionamentos que a doença possa ter levando em consideração 
esse aspecto de heterogeneidade. 
Vimos que na presença da transmissão vetorial, sempre irá existir uma 
k 
proporção endêmica de equiliorio. Do valor limiar obtido, Ro = /:!, 1 , 
a1 + 1P1 + CJ 
podemos concluir que transcorrendo o processo de transmissão horizontal, a 
doença pode se estabelecer em níveis endêmicos se infectados silenciosos são 
introduzidos numa população de suscetíveis. 
Podemos observar que Ro decresce com os parâmetros ligados diretamente 
ao controle da doença, que são k1 , c1 ou p1 . Nesse sentido, por exemplo, 
a transmissão vertical não pode por si só sustentar a infecção num nível 
endêmico desde que a condição Ro > 1 esta ligada diretamente ao fato de 
que a força de infecção deva ser k1 > 1. 
Esse acoplamento entre as taxas k1 e p1 nos fornece interpretações epi-
demiológicas fundamentais, pois elas estão ligadas intrirlsecamente à possi-
bilidade de alastramento geográfico da infecção que temos dado ênfase con-
stante. Assim, no início de uma infecç.âo quando "infectados silencios" são 
introduzidos numa população saudável, a transmissão horizontal em conjun-
to com a transmissão vertical podem ser bastante altas para estabelecer uma 
endemicidade em regiões não afetadas. Logo, existe um alto rÍS<'D de con-
tanúnação em regiões nas quais a infecção não está presente como é o caso 
de algumas localidades nos Estados Unidos [27], por exemplo. O mais pre-
ocupante nessa dinâmica geográfica da doença é que ela pode se tornar mais 
agravante em regiões nais quais a transmissão vetorial ocorre. 
Portanto, a transmissão horizontal via transfusão de sangue contaminada 
precisa ser vista com mais cuidado pelas autoridades sanitárias competentes, 
pois com a possível eliminação das espécies de vetores transmissores, esse 
é o outro foco de atenção na cadeia de transmissão da infecção visando a 
minimizar o alastramento doença. 
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2.4 Modelos da Dinâmica da Doença de 
Chagas na População Humana 
Conclusões Gerais 
Os modelos matemáticos da Doença de Chagas com a abordagem somente 
na população humana hospedeira apresentados neste capítulo, foram desen-
voldidos por Stavros Busengerb e Cristobal Vargas [8] nos últimos 14 anos. 
Tendo em vista que o Mal de Chagas possui aspectos biológicos e patológicos 
bastantes diferenciados com relação as demais doenças que além dos proces-
sos de transmissão mais comuns, ainda possui a transmissão pelo vetor e a 
transmissão congênita, os modelos por eles elaborados levam em consideração 
a possibilidade do alastramento geográfico da infecção. Isso ocorre, a priori, 
pelo fato de que o Mal de Chagas possui formas distintas de infecciosidade 
no individuo doente, como a crônica e a clínica, o que contribui para urna 
forma mais lenta de infecção, haja vista que a fase crônica, por exemplo, é 
caracterizada por um longo período de prevalência e, além desse agravante, 
ela é assintomática, logo de difícil diagnóstico. 
Por essa razão, O Mal de Chagas também é conhecido como urna doença 
que possui urna Forma Silenciosa e esse aspecto favorece o surgimento da 
doença em áreas não infectadas, tendo em vista que o vetor transmissor não 
possui autonomia suficiente para se deslocar de um lugar a outro, favorecen-
do o processo de infecciosidade via os "infectados silenciosos" originário do 
processo de migração para localidades não endêmicas. 
Nos modelos de Busenberg e Vargas não foi assumido que a população 
total seja estacionária. Esse aspecto dos modelos, traz consequentemente 
os diversos valores limiares para a dinâmica de transmissão de ínfecçôes e 
ocorrem quando se trabalha com variação populacional considerando princi-
palmente a dinâmica vital dada por taxas de natalidade e mortalidade que, 
no caso do Mal de Chagas, se acentua pela existência da transmissão verti-
cal ou congênita. Caso contrário, em modelos com população estaeionária, 
o {mico valor limiar Ro não ê suficiente para descrever com mais precisão a 
dinâmica do processo de ínfecciosidade da doença. 
Uma das principais características dos modelos é a obtenção dos diversos 
valores limiares em função dos parâmetros que lhe são conferidos conforme 
o aspecto da doença que está sendo estudado, fato que determina o progres-
so da dinâmica da infecção na população humana, determinando quando a 
mesma é crescente, decrescente ou estacionária. Além disso, os modelos pos-
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sibilitam analisar o acoplamento da dinâmica da doença com a demografia 
da população que ocorre em função da mudança na mortalidade e fertilidade 
como consequência direta do Mal de Chagas. Nesse sentido, em praticamente 
todos os modelos analisados, a força de infecção representada pelo mecan-
ismo de transmissão horizontal a qual é dada pela transfusão de sangue de 
doadores contaminados , é um dos parâmetros de principal responsabilidade 
pela prevalência e alastramento da infecção, seguido sequencialmente, pela 
possibilidade do contágio congênito. Assim, medidas de controle mais ri-
gorosos no processo de transfusão sanguínea são fundamentais no controle 
e erradicação da doença, além de um combate em massa na eliminação do 
vetor na cadeia de infecção do Thipanosoma cruzi. 
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Parte li 
Modelos do Tipo Hospedeiro-Vetor 
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Capítulo 3 
Modelo Hospedeiro-Vetor da 
Doença de Chagas 
Este capítulo aborda o processo de transmissão e alastramento do Mal de 
Chagas levando em consideração não somente a dinãmica restrita à população 
humana hospedeira, mas também, o processo interativo dessa população com 
a população dos vetores portadores do agente transmissor dessa infecção. 
Os modelos aqui apresentados foram desenvolvidos por Velasco [29] em 
1991, que são juntamente com os modelos de Busenberg e Vargas [8], os 
trabalhos posteriores aos desenvolvidos por Rabinovich [24]. 
O mecanismo de transmissão horizontal através da picada do barbeiro 
contaminado, também denominada de transmissão vetorial, é o modo mais 
importante de transmissão do Mal de Chagas em comunidades de áreas ru-
rais, que são localidades adequadas ao desenvolvimento do seu devido ciclo 
de vida e de criação de animais domésticos que têm se revelado verdadeiros 
reservatórios do agente patogênico do mal chagásico. 
Por outro lado, a importância epidemiológica do mecanismo de trans-
missão horizontal via a transfusão de sangue contaminado, é relevante em 
áreas urbanas ou semi-urbanas, nas quais as densidades demográficas são 
bem maiores e os conglomerados urbanos estão mais sujeitos a uma necessi-
dade de transfusão sanguínea [12]. 
Os modelos da dinâmica hospedeiro-vetor aqui desenvolvidos, objetivam 
analisar a influência da transmissão vetorial dos barbeiros contaminados em 
oposição a transmissão horizontal via a transfusão de sangue de doadores con-
taminados e o efeito de dois estágios distintos de infecciosidade na existência 
e estabilidade de uma endemia ou de um equihbrio livre da doença. 
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3.1 Modelo Hospedeiro-Vetor I 
Em se tratando de um modelo do tipo hospedeiro-vetor, adotamos as seguintes 
classes de indivíduos consideradas como propoções em relação à população to-
tal na dinãmica da infecção: denotamos por x(t) a propor<:;ií.o de hospedeiros 
humanos suscetíveis, y(t) a proporção de indivíduos que estão infectados na 
fase inicial ou fase aguda da infecção, z(t) a proporção de infectados na fase 
crônica e v(t) a proporção de vetores capazes de transmitir a infecção, ou 
seja, de vetores infectados. 
Denotamos por w(t) = 1 - v(t) a proporção de vetores suscetíveis e 
x(t) = 1 - y(t) - z(t). 
As forças de infecções horizontais na dinãmica vetorial, consideradas neste 
modelo, são aquelas que ocorrem conforme a probabilidade das Misturas Pro-
porcionais [22]. Para tanto, denotando por a o número de picadas por vetor 
por hospedeiro por unidade de tempo, b a proporçií.o de picadas infectadas 
que conduzem a uma infecção no hospedeiro e m a razão entre o número de 
vetores por número de hospedeiros, temos que a = abm representa a força de 
infecção para novos casos da doença na população humana hospedeira. Por 
outro lado, sendo c a proporção de picadas no hospedeiro infeccioso que con-
duz a uma infecção no vetor, temos que f3 = ac representa a força de infecção 
para novos casos de infecciosidade no vetor. Assumimos ainda, que o en-
contro entre barbeiros e indivíduos suscetíveis ocorre de maneira totalmente 
aleatória. 
As suposições básicas de taxas de transferências do modelo são as seguintes: 
a = força de infecção vetorial que incide sobre a população humana de 
suscetíveis; 
h = força de infecção horizontal via a transfusão de sangue contaminado dos 
indivíduos crônicos; 
f.l = proporção de novos infectados na fase aguda que se desenvolvem para a 
fase crônica; 
(} = taxa de remoção dos indivíduos crônicos; 
f3 = força de infecção horizontal que incide sobre os vetores suscetíveis; 
8 = taxa de mortalidade per capita dos vetores infectados. 
Assim o modelo hospedeiro-vetor, de acordo com as hipóteses assumidas, 






a[l- y(t)- z(t)]v(t)- 11Y(t) + hz(t)[l- y(t)- z(t)j, 
11Y(t)- Bz(t), 
~~ - f3(y(t) + z(t))(l- v(t))- óv(t). (3.1) 
Para o sistema (3.1) assumimos ainda as condições iniciais y(O) = y0 , 
z(O) = z0 e v( O) = Vo. 
3.1.1 Análise do Modelo Hospedeiro- Vetor I 
Pontos de Equilíbrio e Estabilidade 
Os pontos de equilibrio do modelo hospedeiro-vetor são obtidos fazendo it = 
dz = dv = O. Dessa forma, obtemos os valores das coordenadas de eqUÍlbrio dt dt 








v = 6 + {3Àz* > 0 
* z*(O- h+ hÀz*) 
v = ---''--,.-,--.,----,----'-
a(l- Àz*) 
Podemos notar que se z* = O, das equações de equilíbrio resulta que 
y* =O e v*= O e, sendo x(t) = 1- y(t)- z(t), temos que x(t) = 1. Portan-
to, sempre existe a proporção de equilibrio livre da doença representado por 
(v*,y*,z*) = (0,0,0) e x*(t) = 1. 
Para z* ~ O, devemos esperar que haja um único ponto de equilibrio. 
Para tanto, torna-se necessário que as duas expressões de equilibrio para v* 
sejam as mesmas. Nesse sentido, estabelecemos um lema que irá garantir a 
existência e viabilidade biológica de uma proporção endêmica de equilibrio. 
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Lema 3.1.1 Se e ~ h então existe uma única proporção de equihôrio 
(v*(z*), y*(z*), z*) tal que z* ; O para o sistema {3.1}. Se() > h, o único 
a(3>.. 
ponto de equihôrio não trivial existe se o valor limiar l4J /5 (e - h) for 
estritamente maior que 1. 
Prova : Da igualdade para as expressões que fornecem a proporção v* resulta 
numa equação quadrática em z dada por: 
f(z) = (3h>..2 z2 + (/5h>.. + .B>..e- (3>..h + a(3>..2 )z + /5(e- h)- a(3>.. (3.2) 
Sabemos que a coordenada z* é biologicamente viável se z* E (0, 1] e essa 
condição irá depender fortemente dos sinais dos coeficientes da equação (3.2). 
Dessa forma, devemos considerar dois casos: 
(i) Se e- h~ O temos que /5(e- h)- a.(3À <O e corno (3h>..2 >O, obtemos 
uma única raíz positiva z* para (3.2). 
Mais ainda, pelo Teorema do Valor Intermediário [13] aplicado ao 
intervalo [0, 1], temos o seguinte: 
f(O) = /5(e- h)- a.(3>.. <O 
/(1) = a.(3À(À- 1) + (3h>..(>..- 1) + /5h(À- 1) + e((3>.. + /5) >o 
Portanto, existe uma única raiz z* de (3.2) localizada no intervalo (0, 1] 
e, como v* = v*(z*) e y* = y*(z*), consequentemente existe uma única 
proporção de equilíbrio não trivial (v*(z*), y*(z*), z*) tal que z* ; O para 
esse caso; 
(ü) Se e- h > o temos que /5h>.. + (3>..(e -h)+ a(3>..2 > o. 
Por outro lado, observando que a componente do eixo horizontal das coor-
d ' • dad 8h>.. + (3>..e- (3>..h + a.(3>..2 al ' . dena as do vértice e a por - 2(3hÀ2 , a qu e negativa, 
podemos concluir que as coordenadas do vértice da parábola (3.2) são neg-
ativas, o que nos indica a existência de pelo menos uma raiz negativa para 
(3.2). 
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Dessa maneira, uma raiz positiva z* somente irá existir se 8(B-h)-o:j3.\ < 
O, que representa o termo independente dez em (3.2). Novamente, pelo uso 
do TVI aplicado ao intervalo [0, 1], podemos garantir que essa raíz está 
realmente localizada em (0, 1]. 
o:pÀ 
Portanto, para esse caso, obtemos que Rn = 8(e _h) > 1, garantin-
do a existência de uma única raiz positiva z* e biologicamente viável para 
(3.2) e, consequentemente, uma única proporção de equilfbrio não trivial 
(v*(z*), y*(z*), z*) para o sistema (3.1). • 
Para procedermos à análise de estabilidade dos pontos de equihôrio do 
modelo (3.1) é conveniente reescrevê-lo considerando a dinâmica para a pro-
porção x(t). Portanto, sendo x(t) = 1 - y(t) - z(t), obtemos o seguinte 




-[o:x(t)v(t) + hz(t)x(t)- Bz(t)], 
tL(l- x(t)- z(t))- Bz(t), dt 
dv dt - p(l- x(t))(l- v(t))- 8v(t). 
A correspondente matriz Jacobiana do sistema é dada por: 
A(x, z, v)= [ -o:~: hz 
-(l-v)í3 
-hx+B 
-(B + 11) 
o 
-o:x ] 
-/3(1 ~ x)- 8 
(3.3) 
A análise de estabilidade assintótica local dos pontos de equihôrio, trivial 
e endêmico, será feita considerando dois casos distintos: 
(1) No primeiro caso, devemos ter h- e :0:: O. 
A matriz Jacobiana avaliada no ponto de equihôrio livre da doença é dada 
por 
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A= A(l, O, O) = [ !f.t 
-{3 
A equação característica de A é dada pelo polinômio do terceiro grau 
PA(<i>) = ( -1)</>3 + a1</J2 + az</J + a3, cujos coeficientes são: 
a1 = -(e+f.t+D), 
az =-(e+ f.t)D- (e h)f.t + a{3, 
a3 = (h- e)jih + o.,B(B + f-l). 
Podemos observar que de acordo com a condição dada, a1 < O e a3 > 
O, logo pela aplicação do critério de Routh Hurwitz [2] em PA(tf>) = 
( -1)</>3 +a1</>2 +a2<f>+a3, concluímos que o polinômio PA(<f>) não é A-estável. 
Portanto, a origem (1, O, 0), que denota o estado de equilíbrio livre da doença, 
é um ponto instável para o sistema (3.1) quando h- e 2: o. 
Para o equih'brio não trivial (x*(z*),y*(z*), z*), assumimos que x* 2: !!_ 
f.t 
e, paralelamente, devemos assumir também as condições x* < v* e x* < z*, 
a qual é convenientemente aceitável para o caso que estamos tratando. 
Sendo h a força de infecção que é de responsabilidade da classe dos 
indivíduos doentes cronicamente, que denotamos por z(t), o termo h-1 é 
definido como o tempo médio do período de infecciosidade de um doador 
de sangue. Dessa forma, podemos interpretar a condição x* 2: !!_, no devido 
f.t 
equilibrio, como sendo a proporção de suscetíveis na população total devendo 
ser maior que a proporção de indivíduos infectados cronicamente removidos 
da população durante o período médio de infecciosidade de um doador de 
sangue. 
Além da interpretação epidemiológica específica, as condições impostas 
anteriormente nos auxiliará na determinação da estabilidade assintótica local 
do ponto de equilibrio não trivial. Assim, a matriz Jacobiana calculada no 
ponto de equilibrio não trivial é dada por 
68 
r -o:v* - hz* -hx* +e -o:x* ] 
A=A(x*,z*,v*)= l -11 -(8+11) O 
-(1- v*)(3 O -(3(1- x*)- ó 
As condições dadas nos permite analisar a estabilidade assintótica local 
se considerarmos a matriz -A dada por 
[ 
o:v* + hz* 
-A= -A(x*, z*, v*) = 11 




O correspondente polinômio característico dessa matriz é dado por P-A ( </;) = 
( -1 )</;3 + a1 </;2 + a2q\ + a 3 , cujos coeficiente são: 
al = o:v* + hz* +e + 11 + (3p + ó > o, 
a2 = -(o:v* + hz*)(B + JL)- (o:v* + hz*)((3p + ó)- (B + JL)((3p + ó) 
+ ( hx* - e) Jl + o:(3wx*' 
a 3 = (o:v* + hz*)(B + J.L)((3p + ó) - (hx* B)(f3p + ó)J.L - (e+ J.L)o:(3wx*, 
em que fizemos p = 1 x* e w = 1 - v*. Evidentemente, p e w são es-
tritamente positivos. 
Para determinar os sinais dos coeficientes ai com i = 1, 2, devemos efetuar 
algumas simplificações através de majorações feitas em conformidade com as 
condições dadas. 
Para o coeficiente az, por exemplo, procedemos da seguinte maneira: 
a2 =-(e+ 11)o:v*- hez* + -hJLz*- o:(3pv*- o:l5v*- ((3p + 15)hz* 
- (B + p)(f3p + 15) + hJ.Lx* - eJ.L + o:(3wx*, 
Observando que hJ.Lx* < hJ.Lz* e que o:.Bwx* - o:(3pv* = o:(3(x* - v*) < O, 
conduímos que 
a2 < -(fJ+JL)o:v* -hez* -o:f3(v* -x*)-o:15v* -(f3p+l5)hz* -(B+JL)(f3p+15)-BJ.L <O 
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Logo, a 2 < O. Para o coeficiente a3 temos o seguinte: 
a3 = (aBv* + O:f-LV* + hez* + hf-'z*)((3p + 8)- (3pphx* + (3p8p- 8phx* + 
88 j.t e (3awx* - j.t,!3awx* ==? 
a3 = aB(3pv* +a88v* +ap(3pv*+aj.tljv* +h8(3pz* +M8z*+hp(3pz*+hJ.L8z* 
- (3pf-Lhx* + (3p&p- 8j.thx* + 8811- B(3awx*- 11f3awx*, 
Considerando as desigualdades dadas por 
hj.t(3pz* > hj1(3px* 
hj.tljz* > hpljx* 
aB(3pv* > a8(3px* 
O.f.1(3pv* > O:J1(3px* 
podemos simplificar a3 , observando ainda que 
o.B(3px*- o.B(3wx* = o.B(3(v*- x*)x* >O e, 
aJ1.,!3px* - O:J1(3wx* = o.f3J1( v* x*)x* > O 
Logo, 
a3 > o.B(3(v*- x*)x* + o.f3J1(v*- x*)x* + o.(}8v* + O.J18v* + M(3pz* + M8z* 
+ f3pBJ1 + 8811 >O. 
Contudo, podemos concluir que a2 < O e a3 > O. Dessa forma, nosso 
polinômio fica completamente determinado com relação aos sinais de seus 
coeficientes. 
Podemos observar que no polinômio P-AJ cjJ) = ( -1 )o/3 + a1 o/2 + a2cjJ + a3 
ocorrem três mudanças de sinais e pela Regra dos Sinais de Descartes 
[21], podemos concluir que esse polinômio possui no máximo três raízes posi-
tivas. Por outro lado, o valor do polinômio calculado em cjJ = -1 é dado 
por 
em que b1 = a1 > O, b2 = -a2 > O e bs = a3 > O, ou seja, tomando um valor 
70 
negativo 9 = -1 podemos observar pelos sinais dos coeficientes obtidos que 
não ocorre nenhuma mudança de sinal, o que nos indica a não existência de 
raízes negativas para P-A(9) conforme a Regra dos Sinais de Descartes. 
Logo, P- A ( 9) somente possui autovalores com parte real não - negativa e 
podemos com isso concluir que o correspondente polinômio característico 
p A ( 9) da matriz A possui somente autovalores com parte real negativa. De 
fato: 
O polinômio característico da matriz A é dado por p A ( 9) = det( A -9!) em 
que 9 são seus respectivos autovalores. Temos que -9 avaliado no polinômio 
vale PA ( -9) = det[A - ( -9 )I] = det(A + 91). Assim, segue que 
PA( -9) = det[A- ( -9)1] = [( -1)( -A- 91)] = ( -l)ndet(-A- 91) = 
(-l)nG(9) = P-A(9) 
Dessa maneira, 9 são os autovalores da matriz -A cujas partes reais 
são positivas e, -9 são os autovalores da matriz A cujas partes reais são 
negativas, o que nos garante a estalidade local do ponto não trivial. 
Portanto, concluímos que o ponto de equihbrio não trivial é localmente 
assintoticamente estável quando h - e 2 o. 
(2) Agora, devemos considerar o caso h- e< O. 
A matriz Jacobiana calculada no ponto de equilíbrio não trivial é expressa 
por (x*(z*),y*(z*), z*) tal que z* f O, que como vimos pelo lema 3.1.1 existe 
aB>. 
somente se Ro = 8(8,_ h) > 1, é dada por: 
[ 
-av* - hz* -hx* +e 




O respectivo polinômio característico é dado por 
cujos coeficientes são 
a 1 = (av* + hz*)- (e+ !l)- (j3p + 8) <O, 
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a2 = -(av* + hz*)(e + ,u)- (av* + hz*)(f1p + 8)- (e+ ,u)(f1p + 8) 
-(e- hx*),u + a(1wx*, 
a3 = ( av* + hz*)(B + ,u)(f3p + 8) - (e- hx*)(l3p + 8),u + (e+ ,u)a(1wx*. 
onde p = 1 - x* > O e w = 1 - v* > O. 
Para determinarmos o sinal dos coeficientes a2 e a3 procedemos de modo 
análogo ao caso anterior, recorrendo ao uso de majorações de acordo com as 
condições estabelecidas. Assim, para o termo a3 temos o seguinte: 
a3 =-(e+ ,u){av*(f1p + 8) + hz*(pp + 8)}- ((1p+ó)e,u+ (flp+ó),uhx*+ 
(B + p,)af1wx*, 
a3 = - { av*(f1p + 6) + hz*(f1p + 6)} e- ((1p + 6)a,uv* - (j3p + 6),uhz* -
(f1p + ó)Bp, + ((3p + 6),uhx* + (B + p,)a(3wx*. 
Notando que podemos escrever (f1p + 6)p,hx* < (f3p + 6),uhz*, segue que: 
a3 < - { av*((3p + 6) + hz*(f3p + 6)} e- ((3p + 6)ap,v* - (f3p + 6)B,u + 
(e + p, )a(3wx*. 
Prosseguindo, teremos: 
a3 < -((3p+ó)aBv*- (f3p+6)Bhz*- (f3p+6)ap,v*- (f3p+6)e,u+Ba(3wx* + 
,ua(3wx*, 
a3 < -(3paev•- 6aev•- ((3p + 6)ehz*- (3pa,uv*- óap,v*- ((3p + 6)e,u + 
Ba(3wx* + p,a(3wx*. 
Levando em conta as desigualdades que decorrem do fato de que x* < v*, 
como abaixo 
Baf]wx* < ea(3wv* 
,ua(3wx* < ,ua(3wv* 
o coeficiente a3 pode ser reduzido observando que 
Ba(3v*(w- p) = ea(3v*(x*- v*) <O 
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e, 
paf3v*(w- p) = pa;9v*(x*- v*) <O 
Logo, reagrupando os termos, obtemos que: 
a3 < Baf3v*(x*- v*)+ J.taf3v*(x*- v*)- liapv*- liaBv*- (f3p+li)Bhz*-
(l3p + li)Bp, 
a3 < (x*- v*)(B + p)af3v*- (B + p)liav*- (hz* + tJ)((3p + li)B. 
Portanto, a3 < O. Procedendo de modo semelhante ao caso exposto 
anteriormente, podemos chegar a conclusão de que a2 < O. Assim, nosso 
polinômio p A ( cf;) fica determinado com relação aos sinais de seus coeficientes 
dados por a 1 < O, a2 < O e a3 < O. Partindo dos sinais desses termos, 
podemos observar que nenhuma mudança de sinal é verificada, ou seja, não 
existe raiz positiva para PA(<f>). No entanto, podemos reescrever PA(cP) con-
siderando <f> = -1 obtendo 
PA( -~r)= 13 + an2 - an + a3 
em que a1 < O, -a2 > O e a3 < O. 
Com esse último polinômio e de acordo com a Regra dos Sinais de 
Descartes [21], podemos concluir que ocorrem exatamente três mudanças 
de sinais para o valor q, = -1, ou seja, existem precisamente três raízes para 
p A ( cf;) cujas partes reais são negativas. 
Dessa maneira, o ponto de equihôrio não trivial (x*(z*), y*(z*), z*) é lo-
cahnente assintóticamente estável para essa situação. 
Para o ponto de equilíbrio trivial, temos a matriz Jacobiana dada por 
[ 
O -h+B -a] 
A(l,O,O)= -J.t -(fJ+Jl.) O 
-{3 o -li 
cujo polinômio característico é dado por PA ( cf;) = ( -1 )if;3 + a1 4>2 + U:~<P + a3 
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e cujos coeficiente são: 
a 1 = -(0+1-'+8) <O, 
a 2 =-(e+ !-')8- (O- h)!-'+ a/3, 
a3 = (h- 0)/LÕ + aj3((} + !-')· 
aj3>.. 
Nesse caso, devemos considerar o valor limiar Ro = Assim, 8(0- h)" 
temos que analisar dois casos distintos: 
(2.1) Caso em que h- e< O e Ro > 1 
Tendo Ro > 1, temos que 8(h- O) > -a/3>... Logo, podemos majorar o 
coeficiente a3 para podermos obter o seu respectivo sinal. Segue que: 
a 3 = (h- 0)/LÕ + aj3(0 +/L) ==> a3 > -af3À!t + aj](O + !-'), 
a3 > aj3 {(e+!-')- À/L}= a/3 {e+ 1-'(1- À)}. 
e e . Sendo À = 1 + -, decorre que 1 - À = -- e dessa manerra podemos 
/L /L 
concluir que a3 > aj3 {e+ !L(l- À)}= O. 
De posse dos sinais de a1 < O e a3 > O no polinômio PA(<fJ) de grau 
3, podemos aplicar o critério de Routh - Hurwitz [2] para concluir que 
o polinômio não é estável no sentido da matriz A. Portanto, o ponto de 
equilíbrio trivial é instável quando h - e < o e Ro > 1. 
(2.2) Caso em que h- e < O e Ro :S 1 
aj]À 8 Quando Ro = 8(e _h) :S 1 temos que a/3 :S ;:(e- h) e podemos deter-
minar o sinal dos coeficientes a 2 e a3 como segue: 
a2 =-{(O+ p,)8 +(e- h)p,- a/3} ==> a2 = -(0+p,)8-(0-h)p,+aj3 ==> 
8 
a2 < -(8 + p,)8- (e- h)p, + ;:(8- h) 
Daí, temos que a2 < -p,8- (e- h)p,- ~h- 80: <O, pois e- h> O. À W' 
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De posse da desigualdade tí(h- O) ::; -a/3.\, podemos determinar o sinal 
de a3. 
a3 = (h-O)p.5+af3(0+p) ==? a3 < -af3p..\+a.f3(0+f.l) = a.f3 {(O+ p.)- Àf.t} = 
a/3 { ÀJ.i - Àf.t} = O. 
Portanto, obtemos que a1 < O, a2 < O e a3 < O e com isso, o polinômio 
p A ( 4>) fica determinado com relação aos sinais de seus coeficientes ai para 
i=l,2,3. 
Novamente, pelo uso da Regra dos Sinais de Descartes, podemos 
notar que no polinômio PA ( 4>) = ( -1 ),P3 + a1 ,P2 + a2,P + a3 não ocorrem 
nenhuma mudança de sinal mas, no polinômio PA ( -~) = 1 3 + an2 - Uz/ + 
a3 , ocorrem precisamente três mudanças de sinais. Portanto, as raízes de 
PA ( <P) possuem respectivas partes reais negativas, o que garante a estabilidade 
assintótica local do equilibrio trivial quando h - e < o e Ro ::; 1. 
Contudo, podemos resumir os resultados anteriores referentes a análise 
de estabilidade assintótica local dos pontos de equihbrio do modelo (3.1) de 
acordo com o seguinte teorema: 
Teorema 3.1 Paro o modelo representado pelo conjunto de equações (3.1) 
af3.\ 
e Ro = tí(e _h) temos: 
(1) Quando h-e 2 O o ponto de equil%ôrio trivial representado por (v*,y*, z*) = 
(0, O, O) e x*(t) = 1 é instável e a proporção de equihôrio não trivial rep-
resentada por ( v*(z*), y*(z*), z*) tal que z* i O é um ponto de e.quilzôrio 
localmente assintoticamente estável se x* < v* e x* < z*. 
(2) Quando h- e < o temos dois casos distintos: 
(2.1) Se Ro > 1 o ponto de equil%ôrio não trivial (v*(z*), y*(z*), z*) tal que 
z* i O, é localmente assintoticamente estável se x' < v* e x* < z* e o 
ponto de equihôrio trivial é instável; 
(2.2) Se Ro ::; 1 o único ponto de equilzôrio do sistema é o trivial (v*, y*, z*) = 
(0, O, O) e x*(t) = 1, o qual é localmente assintoticamente estável. 
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3.2 Modelo Hospedeiro--Vetor II 
Apresentamos nesta seção uma ligeira modificação do modelo anterior re-
presentado pelas equações (3.1) para avaliar e comparar o comportamento 
qualitativo do alastramento da infecção de Chagas na dinãmica hospedeiro-
vetor quando são unidas as duas classes de infecciosidade, a aguda e a 
crônica, considerando assim uma única classe de indivíduos infectados para 
essa dinãmica. 
A diferença deste caso com relação ao modelo (3.1), está centrado no 
fato de que o novo modelo agrega as distintas fases de infecciosidade da 
doença, principalmente para tomar o tratamento matemático mais simples 
de ser analisado. Para tanto, o modelo assume em primeiro lugar que a 
transmissão horizontal da doença para a população hospedeira humana de 
suscetíveis ocorre não somente pelo contato com os indivíduos doentes na 
fase crônica, como no caso anterior, mas também que depende do contato dos 
suscetíveis com os infectados na fase aguda da infecção. O modelo assume, 
além das considerações anteriores, que existe remoção de indivíduos doentes 
em ambos os estágios de infecciosidade e que a respectiva taxa de remoção é 
a mesma para os doentes agudos e crônicos, que representamos também por 
(). 
Para esta situação e considerando os mesmos parâmetros do modelo ( 3.1), 
o modelo hospedeiro-vetor aqui proposto é representado pelo seguinte con-
junto de equações: 





- J..ty(t)- ()z(t), 
f3(y(t) + z(t))(l- v(t))- 8v(t). 
z(t))- 8y(t), 
(3.4) 
Podemos reduzir o conjunto de equações (3.4) a um sistema bi-dimensional, 
adicionando as duas primeiras equações e definindo i(t) = y(t) + z(t), que é 
a proporção dos indivíduos infectados sem levar em consideração o estágio 
de infecciosidade. Então, segue um outro sistema mais simplificado que rege 






(1- i(t))[av(t) + hi(t)]- ei(t), 
/li(t)(l- v(t))- bv(t). (3.5) 
3.2.1 Pontos de Equilíbrio e Análise de Estabilidade 
Global 
A análise do comportamento assintótico global do modelo representado pelas 
equações (3.5), é precedida pela obtenção dos seus respectivos estados esta-
cionários. Dessa forma, representamos por (i*, v*) os pontos de equíhbrio 
viáveis obtidos fazendo i'(t) = v'(t) =O e que satisfazem as igualdades dadas 
por 
e- h(l- i*) 





{j + (3i* 
Para estabelecermos a existência (ou viabilidade biológica) e unicidade 
dos estados estacionários do modelo (3.5), nos direcionamos ao seguinte lema: 
Lema 3.2.1 Se e ::; h sempre existe uma única proporção de equib~río 
(i*, v*), tal que i* i= O, paro o sistema (3.5). Se e > h o únim ponto de 
e_qui12ôrío existe se o valor limiar Ro = ó( e a~ h) for estritamente maior que 
1. Caso contrário, se Ro ::; 1, a única proporção de equiltôrio é o estado 
estacionário livre da doença, representado por (i*, v*)= (0,0). 
Prova : Em primeiro lugar, podemos observar que tomando i* = O nas ex-
pressões que representam v*, resulta evidentemente que v* = O. Assim, existe 
a proporção de equílJbrio livre da doença para o modelo (3.5), representada 
por (i*, v*) = (0, O) . 
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Para o caso geral em que i oJ O, faz-se necessário que ambas as expressões 
da proporção de equilfbrio para v* sejam matematicamente idênticas. Dessa 
igualdade em v*, resulta urna equação cúbica representada por 
f(i) = (3hi3 + [8h + (3(0- h)+ a(3]i2 + [8(0 h)- a(3]i (3.6) 
A viabilidade biológica da variável i esta condicionada a sua localização 
no intervalo (0, 1] e isso irá depender dos sinais dos coeficientes em (3.6). 
É prudente analisarmos a expressão analitica da equação cúbica com 
relação as suas raízes, considerando dois casos distintos: 
(i) Caso em que O- h :::; O 
Podemos reescrever (3.6) corno 
f(i) =i {f3hi2 + [8h + (3(8- h)+ o:(3]i + 8(0- h)- af3} 
e, fazendo f (i) = O, novamente conclllimos que existe a proporção de equilíbrio 
livre da doença, pois i = O. 
O outro termo da fatoração de f(i) é urna equação quadrática semelhante 
à equação (3.2) a menos do termo À e da variável, que para este caso é dada 
por i. Assim, de modo análogo ao lema (3.1.1 ), teremos: 
Se()- h :::; O, ocorre que 8(0- h) a(3 < O e dado que (3h >O, existe urna 
única raiz positiva i para a equação quadrática e, consequenternente, para 
(3.6). Pelo uso do Teorema do Valor Intermediário no intervalo [O, 1], 
podemos concluir que essa raiz esta localizada no intervalo (0, 1]. 
De fato: 
f(O) = 8(0- h)- a(3 <O 
f(l) = 0((3 + 8) >o 
Logo, existe somente uma única raiz i de (3.6) localizada no intervalo 
(0, 1] quando O- h :::; O. Consequentemente existe urna única proporção de 
equilfbrio não trivial (i*, v*) com i* oJ O para o modelo (3.5) nesse caso; 
(ii) Sendo()- h> O temos 8h + (3(0- h)+ a(3 >O. 
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Com base nos sinais das coordenadas do vértice da equação quadrática 
que compõe (3.6), as quais são negativas nesse caso, podemos concluir que 
existe pelo menos uma raíz i que seja negativa para essa equação cuja con-
cavidade da parábola é voltada para cima, pois ,Bh > O. 
Assim, uma raíz positiva para a equação quadrática somente será possível 
se 8(0- h)- oJ3 <O, que representa o coeficiente do termo independente de 
i que geometricamente intercepta o eixo vertical no plano cartesiano. 
Com a aplicação do TVI ao [0, 1], podemos garantir que essa raíz está 
realmente localizada em (0, 1], pois f(O) = 8(0- h) - a/3 < O e f(l) 
B(/3 + 8) > O. 
a/3 Para o caso que estamos tratando, surge novamente o valor Ro = 8(e _h), 
que difere do lema (3.1.1) pelo termo À. 
O termo Ro, denominado de valor limiar, garante a existência de uma 
única raíz positiva i* biologicamente viável para (3.6) quando Ro > 1. Con-
sequentemente, existe uma única proporção de equilíbrio não trivial (i*, v*) 
para o sistema (3.5), com i* # O . Caso contrário, se Ro ~ 1, a única 
proporção de equíhbrio é a trivial (i*, v*)= (0, 0). • 
De posse desses estados estacionários do sistema bi-dimensional (3.5), 
podemos proceder a análise de estabilidade assintótica dos mesmos na sua 
devida região de interesse para as trajetórias soluções. Veremos que sob as 
condições que foram apresentadas para a existência dos pontos de equíHbrio 
do sistema, poderemos determinar a estabilidade assintótica global dos pon-
tos de equilíbrio trivial e não trivial com base nos resultados clássicos de 
Poincaré, Bendixon e Dulac. 
Primeiramente, faz-se necessária garantir a estabilidade local para esses 
pontos na região invariante A [9] dada por 
A= {(i, v) E lR~: i+ v~ 1} 
De fato A é uma região invariante para o sistema (3.5), pois 
ii(i', v') <O 
na fronteira e no interior de A, em que n é o vetor normal exterior e (i', v') 
é o campo vetorial do sistema (3.5), como podemos concluir dos seguintes 
resultados: 
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(i) n(l(i,O),v'(i,O)) = (0, -l)(hi- hi2 - Bi,j3i) = -j3i <O; 
(ii) n(i'(O, v), v'(O, v))= ( -1, O)(av, -j3iv- 8v) = -av <O 
( ... l ~c·' 'l 1 (11)(., 'l 1 c·' 'J 1 c· l' o m nt,v =- J2 , z,v =-J2z +v =- J2z+v = 
Concluímos assim que as trajetórias soluções do modelo para quaisquer 
que sejam os valores iniciais dados, permanecem "confinados" na região A 
para todo tempo t :::: O. Portanto, A é uma região inv-ariante para o sistema 
(3.5). 
Procedemos agora à determinação da estabilidade local dos pontos de 
equilibrio, com base na matriz Jacobiana (ou de linearização) de (3.5): 
A(i.v)= [h-B-av-2hi a-oâ] 
· j3 - j3v -8- (3z 
Como antes, a análise de estabilidade assintótica dos estados estacionários 
obtidos, o equilibrio não trivial e o livre da doença, será feita em dois mo-
mentos distintos e levando em conta o valor limiar Ro obtido no lema (3.2.1). 
Para o equilibrio livre da doença, denotado por (i*, v*)= (0, 0), a matriz 
Jacobiana é representada por 
[
h-B 
A1 = A(O,O) = j3 
O respectivo polinômio característico da matriz A1 é dado por 
Podemos notar que se B- h < O, então o termo 8(8- h) - aj3, que 
representa o determinante da matriz A 11 é negativo e, assim, pelos critérios 
usuais de estabilidade [2], podemos concluir que esse ponto é instável quando 
e- h< o. 
Para o caso em que e- h :::: O, podemos notar que Tr(Al) = h- e- 6 < 
O, de tal modo que a estabilidade local do equil.J.brio trivial irá depender 
fortemente do sinal do determinante da matriz A1• 
Se Det(A1) > O o equil.J.brio será estável, caso contrário, será um ponto 
instável. Logo, sendo Det(A1) = 6(e- h) -aj3 temos dois casos a considerar. 
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a(3 
Contudo, se Ro = í5( e _ h) > 1 o equilibrio trivial será instável e se 
Ro = í5 ( ea~ h) :S 1, o equil!brio trivial será localmente estáveL 
Para a estabilidade do equiHbrio não trivial (i*, v*) tal que i* =f O, a 
respectiva matriz de linearização é representada por: 
A = A( .• "·*) = [ h - e - av* - 2hi* z z,v B B* 
. -:v 
a- ai* ] 
-5- (3i* 
O polinômio característico é dado por PAz ( rj;) = r/;2 + Tr(A2)<f; + Det(A2) 
em que: 
Tr(A2 ) = h- e- av* - 2hi* - í5- ,Bi*; 
Det(A2 ) = (av* +2hi* +e- h)(f3i* +8)- a(3(l- i*)(l- v*). 
A determinação da estabilidade desse ponto será feita analisando a variação 
do parâmetro e- h e ainda tomando como base o valor Ro = o(ea~ h) 
Para e - h 2: O, ou seja, para h - e :S O, podemos concluir que o 
Tr(A2 ) < O. No caso do Det(A2) e considerando que Ro = 5(Ba~ h) > 1, 
podemos fazer a seguinte majoração: 
Det(A2) = (av* + 2hi* + 8- h)(f3i* + 5) + a(3(1- i*)(v* -1) =? 
Det(A2) > (av* + 2hi* +íl- h)((3i* +í5) +í5(8- h)(v*- 1-i*v*l +i*) =? 
Det(A2) = í5(B- h)[i*(l- v*)+ v*]+ (3i*(av* + 2hi* +e- h) >O. 
Concluímos que o equilíbrio não trivial é localmente estável nesse caso. 
A existência (ou viabilidade biológica) e estabilidade local dos estados esta-
cionários estão intrinsecamente relacionadas com o valor Ro = 5(Ba~ h) 
Para garantirmos a estabilidade global dos pontos estacionários do modelo 
(3.5), faz-se necessário assegurarmos em primeiro lugar, a não existência de 
soluções periódicas ou de ciclos limites para o campo vetorial representado 
pelo lado direito no conjunto de equações em (3.5). 
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Os ferramentais matemáticos mais adequados para essa situação, que é 
aplicável a sistemas de equações com duas variáveis de estado, são os critérios 
clássicos (critérios negativos) de Bendixon e Bendixon - Dulac, o qual está 
descrito e demonstrado no Apêndice I. 
Para o caso que estamos tratanto, essa análise será precedida pela apli-
cação do Teorema de Bendixon-Dulac, que nos fornecerá condições neces-
sárias para garantir a não existência de soluções periódicas para o modelo 
(3.5) numa região simplesmente conexa de seu devido interesse, que é dada 
pelo mesmo conjunto 
A= {(i, v) E JR~: i+ v :S 1} 
Apresentamos então o teorema de Bendixon-Dulac: 
Teorema 3.2 Considere o seguinte sistema dinâmico nas variávezs x e y 
dado por 
dx 
dt = F(x,y) 
dy 
dt =G(x,y) 
em que as funções F e G são em geral não lineares e possuem derivadas 
parciais contínuas numa região A simplesmente conexa (A é uma região sem 
bumcos). Se existe uma função H(x,y) continuamente diferenciável em A 
tal que a expressão 
ôHF ôHG 
--+--ôx ôy 
não é identicamente nula e nao muda de sinal em A, então nao existem 
órbitas periódicas nessa região. 
Considerando então que~; = F(i, v) e~~ = G(i, v) e arbitrando a função 
H(i,v) =I_, que também é conhecida como função peso e que satisfaz as 
zv 
condições do teorema nos pontos em que (i, v) =J (0,0), temos: 
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a h i e &HF a h HF = -+--a- h---=* -- = --- -
iv vv ôi i2 v 
f3 8 &HG f3 HG = - - f3- - =* -- = --
v i ôv v2 
Somando as expressões anteriores, resulta em 
&HF ôHG a 
[)i + a;;- = - í2 h f3 ---<0 v v 2 
Portanto, podemos concluir que não existem soluções periódícas para o 
modelo (3.5) no interior da região A de acordo com o teorema (3.2). 
O próximo resultado, conhecido como Teorema de Poincaré-Bendixon, 
irá nos garantir definitivamente a estabilidade assintótica global dos estados 
estacionários do modelo (3.5) na região A de acordo com algumas consi-
derações dentre as quais figuram os resultados estabelecidos no lema (3.2.1). 
Apresentamos então o teorema para tal propósito: 
Teorema 3.3 Seja A uma região limitada e invariante para um sistema de 
equações diferenciais dado por 
dx 
dt = F(x,y) 
dy 
dt = G(x,y) 
em que F e G são continuamente diferenciáveis e suponha que o interior de 
S contém um número finito de pontos de equiHbrio do sistema. Seja S uma 
trajetória em A que começa com t =O. Então uma das seguintes condições 
devem acontecer: 
(i) S é uma órbita periódica; 
(ii) o conjunto limite s+ de s é uma órbita periódica; 
(iii) S-'- contém pontos de equihôrio do sistema. 
Como podemos analisar do teorema de Poincaré-Bendixon, se as con-
dições (i) e (i i) não são satisfeitas, nos resta a condição (iii) e, desde que pos-
samos garantir urn único ponto de equilíbrio na região invariante A, estaremos 
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garantindo também que toda trajetória começando em A num tempo t = O 
se aproxima desse ponto de equihbrio para o decorrer do tempo, asseguran-
do dessa forma, que o ponto de equilíbrio é globalmente assintoticamente 
estável. 
Como a não existência de órbitas periódicas para o sistema (3.5) nos foi 
assegurado pelo teorema (3.2) e o lema (3.2.1) nos garante a existência e uni-
cidade dos pontos de equilíbrio do sistema (3.5), podemos concluir que tanto 
o equilíbrio livre da doença e o não trivial são globalmente assintoticamente 
estáveis de acordo com as considerações anteriores. Esse é o caso, por exem-
plo, da estabilidade assintótica global do equilíbrio não trivial representado 
por (i*, v*) com i* i' O quando e - h < O, cuja unicidade é garantida pelo 
(3.2.1). 
Portanto, a devida estabilidade global dos pontos de equihbrio do modelo 
(3.5) é descrita conforme o seguinte teorema: 
. a(3 
Teorema 3.4 SeJa Ro = ó(e _h)' o comportamento assintótico do sistema 
(3.5) é dado por: 
(1) Se e <h então a origem (i*, v*) = (0, O) é instável e o único equiUbrio 
não trivial é globalmente assintoticamente estável. 
(2) Se e :2: h, existem dois casos possíveis: 
(2.1) Se Ro > 1, a origem é instável e o único equilzôrio não trivial é global-
mente assintoticamente estável; 
(2.2) Se Ro :S 1, o equilzôrio não trivial é globalmente assintoticamente 
estável. 
3.3 Métodos de Beretta - Capasso 
Para os modelo do tipo hospedeiro-vetor, a análise de estabilidade global pode 
também ser feita com o uso da Teoria de Estabilidade Global para Sistemas 
Epidemiológicos desenvolvida por E. Beretta e V. Capasso (Apêndice II), 
que proporcionam meios para a análise da estabilidade assintótica global dos 
estados estacionários (nas condições em que os mesmos existirem), desde 
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que o respectivo sistema possa ser representado por uma notação matricial 
específica. 
Essa teoria tem se apresentada bastante satisfatória para tal fim, pois em 
geral, a análise do comportamento assintótico global dos pontos de equihbrio 
de sistemas de equações com ordem superior a 2 não é uma tarefa das mais 
triviais. Um outro resultado no campo do comportamento assintótico de 
soluções de sistemas diferenciais foi obtido por [7]. 
Denotamos então por z = (i,v)t o vetor de estado do sistema (3.5). 
Podemos assim, escrevê-lo na devida notação como 
dz 
- = diag(z)(e + Az) + bz dt 
em que b(z) =c+ Bz e diag(z) = [ ~ ~ ] é uma matriz diagonal. 
As demais matrizes são: 
A= [ -h -a ] B = [ O a ] 
-{3 o ' f3 o 
e, 
b(z) = Bz = (av,f3i)t. 
e -
' -
A estrutura do sistema (3.5) descrito em termos de matrizes, que ainda 
nesse caso é típica para os modelos com interação de n populações, nos possi-
bilita avaliar a devida estabilidade global na região invariante A de interesse 
do modelo. 
Agora, denotamos por z* =(i*, v*) o valor de equihbrio dez. A matriz 






-a+ a] i* 
o 
Consideremos agora a matriz C= (cijbx2 dada por 
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e expressa em termos de z* = (i*, v*) como 
[ 
-h- ov -o+~ l 
- ov !3i ii* i* 
C=A+diag(--.. ,--)= 
u* vv* f] f]i 
-8+-
, v* vv* 
Assim, devemos considerar também a matriz W = diag( w1 , w 2), que é 
diagonal e positiva, tal que WC seja um matriz simétrica. Logo, a matriz 
é simétrica se escolhermos w1 > O e w2 tal que 
1 1 W2f](-- 1) = w1o(-:- -1) > 0 
v* z* 
A estabilidade global do ponto de equilíbrio z* = (i*, v*) nas condições em 
que o mesmo for viável na região A, estará garantida se WC for uma matriz 
definida negativa e, para tanto, com base no resultado devido a Grabiner 
(Apêndice II), podemos concluir que no caso dos elementos diagonais de 
WC forem negativos e o seu determinante for positivo, obtemos o resultado 
desejado. Neste caso isso ocorre, pois w1c11 e w2c22 são ambos negativos e o 
deterrninate vale 
et - W 1W 2 . > 0 d (wc) _ { f]hii* + of]v[i*(l -v*) +v*]} 
z*v*v 
Podemos concluir que de acordo com os resultados do Apêndice II, que 
quando existe o ponto de equilíbrio z* =(i*, v*), ele é um ponto globalmente 
assintóticamente estável em A. 
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3.4 Algumas Considerações Epidemiológicas 
Para algumas localidades onde o Mal de Chagas é considerado endêmico, um 
ou outro mecanismo de transmissão que lhe é peculiar pode ser, em termos 
epidemiológicos, mais importante em relação a outro. 
Um aspecto que deve ser destacado nesse tipo de dinâmica é com relação 
ao movimento migratório de populações de áreas altamente endêmicas para 
centros urbanos, que tem crescido durante a última década na maioria dos 
paises da América Latina e, consequentemente, trouxe um aumento na in-
cidência e prevalência da doença em populações urbanas. 
Como os principais modos de transmissão dessa infecção são a transmissão 
vetorial (pelo barbeiro) e a transmissão horizontal pela transfusão de sangue 
contaminado, podemos avaliar em quais situações e determinados lugares elas 
podem ser relevantes. 
A Doença de Chagas é endêmica em comunidades rurais e, nesse senti-
do, o principal mecanismo de transmissão é através da picada do barbeiro 
[12]. O outro mecanismo de infecção do mal chagásico, a transmissão hori-
zontal devida a transfusão de sangue de doadores contaminados, é de maior 
relevância em localidades urbanas ou semi-urbanas [23]. 
Dessa maneira, a transmissão pela transfusão de sangue contaminado 
pode ser considerada irrelevante em comunidades rurais. Assim, podemos 
considerar a expressão para o Valor de Reprodutibilidade Basal obtido 
do equilíbrio endêmico no modelo (3.1) e fazendo h= O temos 
(} 
em que À= 1 + -. 
J.l 
Ro = a(3>.. 
(}8 
O ponto de equílfbrio não trivial pode ser expresso em termos de Ro como: 
y'+, ,·~; { =:~} eif~ ~-"~ 
Vimos da análise matemática do modelo (3.1) que se Ro > 1, existe 
um único ponto de equihbrio não trivial o qual é assintoticamente esável. 
Podemos observar que para valores muito grandes da fração ~>.., a existência 





Os critérios de Bendixon e Bendixon-Dulac nos fornecem condições 
necessárias que garantem a não existência de soluções periódicas para sis-
temas de equações diferenciais com duas variáveis de estado. 
O critério de Bendixon-Dulac, também conhecido corno critério ne-
gativo, em conjunto com o teorema de Poincaré-Bendixon, nos garante 
a estabilidade assintótica global para os pontos de equihôrios dos sistemas 
dinâruicos que abordamos nos modelo do tipo hospedeiro-vetor. 
Apresentamos então esses resultados e urna respectiva prova usando o 
Teorema de Green [19]. 
Teorema I.l - Critério de Bendixon 
Considere o seguinte sistema dinâmico nas variáveis x e y dado por 
dx 
dt = F(x,y) 
dy 
dt = G(x,y) 
Suponha que A é urna região simplesmente conexa ("região sem buracos") 
do plano. Se a expressão 
âF âG 
--'--
âx ' ôy 
não é identicamente nula e não muda de sinal em A, então não existem órbitas 
periódicas nessa região. 
Teorema I.2- Critério de Bendixon-Dulac 
Considere o seguinte sistema dinâruico nas variáveis x e y dado por 
dx 
dt = F(x,y) 
dy 
dt = G(x,y) 
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em que as funções F e G são em geral não lineares e possuem derivadas 
parciais contínuas numa região A simplesmente conexa. Se existe uma função 
H(x,y) continuamente diferenciável em A tal que a expressão 
âHF âHG 
--+--âx ây 
não é identicamente nula e não muda de sinal em A, então não existem órbitas 
periódicas nessa região. 
Fornecemos a seguir, a devida prova para os critéiros de Bendixon e 
Bendixon-Dul.ac: 
Prova: 
Suponhamos, por contradição, que S seja uma trajetória fechada numa região 
simplesmente conexa A. Pela aplicação to Teorema de Green, temos que 
fs F(x,y)dy- G(x,y)dx =f 1 (~~ + ~~)dxdy o;i O 
Para o sistema de equações x'(t) = F(x, y) e y'(t) = G(x, y), podemos 







Dessa maneira, a integral sobre G(x,y)dx = F(x,y)dy deve ser nula, o 
que nos leva a afirmar que 
fs F(x,y)dy- G(x,y)dx =f 1 (~~ + a;:)dxdy =O 
C d âF âG - . d d . d . al b ontu o, o termo âx + ây nao tena e eiXar e ter uma mtegr so re 
S a menos que o mesmo fosse sempre zero, caso em que vale o critério de 
Bendixon ou, seja alternadamente positiva e negativa em S, prevalecendo 
o critério de Bendixon-Dulac. • 
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Apêndice H 
A análise matemática com relação a estabilidade assintótica global dos esta-
dos estacionários de modelos feito com base em sistemas dinâmicos se torna 
mais difícil quanto maior for a dimensão do espaço envolvido, ou seja, para 
sistemas dinâmicos com mais de duas variáveis de estado, o Teorema de 
Bendixon - Poincaré que é o mais apropriado para essa situação por ex-
emplo, não é mais aplicáveL 
Os métodos clássicos mais empregados para sistemas de ordem superior, 
são os resultados de Lyapunov [5, 9]. No entanto, a dificuldade nesses 
métodos esta centrada exatamente na determinação de uma função escalar 
que satisfaça as condições de Lyapunov, em geral não tão simples de se 
encontrar. 
E. Beretta e V. Capasso [3] desenvolveram um método bastante útil e 
conveniente na maioria dos casos, para analisar a estabilidade assintótica glo-
bal de sistemas matemáticos epidemiológicos escritos em termos de equações 
diferenciais ordinárias e que possuem uma forma matemática particular, u-
sando para tanto, a teoria de Lyapunov. 
Estrutura Geral de Sistemas Epidemiológicos 
A formulação devida a E. Beretta e V. Capasso [3], nos permite escrever 
determinados sistemas de equações diferenciais ordinárias que regem o com-
portamento do processo dinâmico de doenças infecciosas em uma forma geral 
dada por: 
~; = diag(z)(e + Az) + b(z) 
onde usualmente temos 
(i) z E lRn, sendo n E N- {O} o número de compartimentos diferenciais; 
(ü) diag(z) é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal são 
as componentes Zi dez para i= l, ... ,n; 
(üi) e E lRn é um vetor constante; 
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(iv) A= (aij)iJ=l, ... ,n é uma matriz real constante; 
(v) b( z) = c+ Bz é uma função vetorial não negativa definida para z E lR';. 
tal que c E lR! é um vetor constante não negativo; 
(vi) B = (bij)iJ=l, ... ,n é uma matriz real constante tal que, 
se í,j = l, ..... ,n; 
sei=l, .... ,n 
Podemos citar um exemplo dessa fonna de escrever os sistemas. O mod-
elo matemático do tipo SIS com dinâmica vital em que a população total 
é dividida em duas comunidades, a saber, aquelas em que os indivíduos mi-
gram entre os dois grupos, desenvolvido em [18]. Os modelos desse tipo são 
usados em sistemas ecológicos com o objetivo de descrever populações que 
são di-vididas em pedaços. Podemos encontrar o sistema em sua fonna mais 





(k1 - 1'1 - 81 - f};)/1 - k1Ji + 81!2 
- (k2 - 1'2 - 82 - 82)!2 - k2Pz + 82/1 
Fazendo z = (h, I 2 )t e considerando as matrizes definidas por: 
A= [ -k1 O ] 
o -k2 
C=[~], 
podemos escrever o sistema dado como dz = diag(z)(e + Az) + b(z). dt 
Com base nessa nova estrutura que permite escrever certos sistemas mate-
máticos epidemiológicos em tennos de matrizes reais, podemos obter uma 
análise detalhada do comportamento assintótico de suas soluções nas devi-
das regiões de interesse, através da teoria clássica de estabilidade assintótica 
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global de Lyapunov [9] em que a respectiva função de Lyapunov é propos-
ta por Goh [15, 16], corno urna generalização do sistema Lotka- Volterra 
[26]. 
Como ponto inicial, podemos definir uma função F de várias variáveis 
reais a valores vetoriais F : JRn -. JR.n dada por 
F(z) = diag(z)(e + Az) + b(z) 
em que F E C 1(ll) e ll sendo um subconjunto aberto de JRn. 
Desenvolvemos, doravante, os resultados devido a E. Beretta e V. Capasso 
[3] que fornecem urna análise detalhada do comportamento assintótico global 
das soluções trajetórias de F(z) em uma devida região 11. Para simplicar, 
denotaremos por BC os sistemas que podem ser representados na notação 
assumida pela função F. 
Analizaremos as propriedades qualitativas gerais de F(z) sob as hipóteses 
(i) a (vi) sendo que esses resultados podem ser aplicados para vários e dife-
rentes modelos. 
Restringimos essa análise de F(z), assumindo que os conjuntos 
\l~ = { Z E JR~ : t Z; :'S: 1} 
~=1 
e 
112 = {z E JR~: Z; :S l,i = 1,2, .... ,n} 
são positivamente invariantes, bem como os seus respectivos conjuntos inte-
riores. 
Por conjuntos invariantes, entendemos a grosso modo, como sendo sub-
conjuntos do JRn para os quais as trajetórias soluções para sistemas dinâmicos 
dx 
do tipo dt = f(x), em que x = x(t) E JRn, permanecem "confinadas" nesse 
subconjunto no decorrer do tempo. Urna definição mais matemática pode 
ser encontrada em [5, 9, 14]. 
Assumiremos daqui por diante e para os nossos propósitos que 11 seja 
um conjunto invariante tal como 111 ou 112. Tendo em vista a invariância 
desse subconjunto e o fato de que F(z) E C 1(11), os teoremas a respeito da 
teoria do ponto fixo [9], asseguram a existência de no mínimo uma solução 
de equilibrio para F(z) em 11. 
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Nosso principal objetivo, já tão destacado, é o de determinar se o equilíbrio 
estritamente positivo existe em n = { z E JR':- : z; ::; 1, i = 1, 2, .... , n} e quan-
do ele é globalmente assintoticamente estável em n, portanto, único em n. 
Supomos então que exista um ponto de equibbrio estritamente positivo 
z* = (zj, ... , z~) para o sistema BC tal que z; >O para i= 1, .... , n. Então 
segue que: 
diag(z*)(e + Az*) + b(z*) =O 
Daí obtemos 
e= -Az*- diag(z*- 1)b(z*) 
d . ( *)-1 d. ( •-1) •-1 ( 1 1 )t em que wg z = zag z e z = -, ...... ,- . 
zj z~ 
Substituindo esse valor para e em BC teremos: 





- diag(z)[A(z- z*)- diag(z*-1)b(z*)] +b(z), 
- diag(z)A(z- z*)- diag(z)diag(z*- 1 )b(z*) + b(z) 
Sendo b(z*) =c+ Bz* e, considerando posteriormente que c= b(z)- Bz, 
segue que: 
dz 








diag(z)A(z- z*)- diag(z)diag(z*- 1 )[b(z)- Bz + Bz*] + b(z), 
diag(z)A(z- z*)- diag(z)diag(z*- 1)[b(z)- B(z- z*)] + b(z), 
- diag(z)[A + diag(z*- 1)B](z- z*)- diag(z)diag(z*- 1 )b(z) + b(z). 
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Observando que b(z) = Inb(z) e diag(z*)diag(z*- 1) = diag(z*z*- 1) = 
1 diag(z*-) = diag(l, ... , 1) = In em que In é a matriz identidade de ordem 
z* 
n, temos que b(z) = diag(z*)diag(z*- 1)b(z). Logo: 
dz = diag(z)[A +diag(z*-1 )B](z- z*)- diag(z*- 1 )[diag(z)- diag(z*)]b(z) 
dt 
Sendo ainda, diag(z) - diag(z*) = diag(z- z*), chegamos ao seguinte 
sistema: 
dz 
- = diag(z)[A + diag(z*- 1 )B](z- z*)- diag(z- z*)diag(z*-1)b(z) 
dt 
Na ausência do vetor b(z), o sistema BC é uma generalização do modelo 
clássico de Volterra para n espécies do sistema presa-predador [26], e podemos 
assim fazer uso da função clássica de Lyapunov proposta em [15, 16] e co-
nhecida como função de Lyapunov-Volterra-Goh, para efetuar o estudo 
da estabilidade assintótica global de z* em Q. Tal função é expressa por: 
n 
V(z) = ""w;(z;- z;- Z: ln z;) E lfL,_, 
L._; z~ 
i-=1 z 
em que w; >O são todas constantes para i= 1, ... , n e z E lR';*. 
~- ' 
Cl t " lRn* lR- lRn* { * JRni * ···o - 1 } aramen e, v : + ----+ +em que ...:... = z E 1zi > ,z = , .... ,n 
Antes de prosseguirmos com a exposição da teoria, precisaremos de algu-
mas definições que nos serão úteis posteriormente. 
Definições 
(i) Seja A E Mn(lR). Dizemos que A E Sw (resp. A E Sw) se, e somente 
se, existe uma matriz real diagonal positiva W tal que W A+ Atw seja 




Dizemos que uma matriz A E Mn(lR) é W anti-simetrizável (resp. W 
simetrizável) se, e somente se, existe uma matriz l!V que seja real e 
diagonal positiva tal que W A seja anti-simétrica (resp. simétrica); 
Dizemos que uma matriz A E Mn(lR) é simétrica se At =A e é anti-
simétrica se At = -A. 
Agora, como V(z) = gradV(z)i é a derivada de V ao longo das trajetórias 
do sistema dinâmico ~; = F(z) e, para V definido anteriormente podemos 
considerar o sistema BC e para cada w;(z;- z;- z; In 4 ) teremos: z; 
}!_w(>·-z~-z*ln 4) = w· {1- }!_(z*ln z;)} = w· {1- z*}!_(ln 4 )} ~ t"'Z t z * t n z * t tn * 
uz.z zi uzi zi uZi_ zi 
ô ( z;) 1 ô ( z* (z; - z* Sendo z[;:;- In--; = z;- resulta em-;:;---= w, 1- ...!:..) = w; '). 
vZ; Z; Z; UZ; Z; Z; 
Portanto, obtemos a seguinte igualdade para o vetor gradiente: 
Podemos ainda reescrever esse gradiente como segue: 
em que W é uma matriz diagonal cujas entradas diagonais W;; são positivas. 
Dado que V(z) = gradV(z)i e com base na expressão do gradiente obtida 
via função Lyapunov-Volterra-Goh, podemos prosseguir à obtenção da 
derivada de V ao longo das trajetórias do sistema BC. 
Nesse sentido, temos: 
. t 1 dz V(z) = (z- z*) Wdiag(z- ) dt 
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dz 
Substituindo dt = F(z) = diag(z)(e + Az) + b(z) na expressão anterior, 
teremos: 
V(z) = (z- z*)tWdiag(z-1 )diag(z) {[A+diag(z*-1 )B](z- z*)} 
- { (z- z*)tWdiag(z-1 )diag(z- z*)diag(z*-1 )b(z) }· 
Como diag(z-1 )diag(z) =In e fazendo A= A+ diag(z*-1 )B, segue que: 
V(z) = (z- z*)tW {A(z- z*)- diag(z-1)diag(z- z*)diag(z*-1)b(z)} 
Usando da propriedade comutativa no produto de matrizes diagonais 
quadradas de ordem n e, em particular para essas matrizes, podemos sim-
plificar significativamente a expressão anterior considerando ainda o fato de 
que no produto das matrizes diagonais os seus elementos diagonais são os 
respectivos produtos dos elementos das matrizes fatores. Com base nisso, 
temos o seguinte: 
díag(z- 1)díag(z- z*)díag(z*-1)b(z) -
diag(z-1 )diag(z- z*)diag(z*-1)b(z) -
diag(z- 1)diag(z- z*)diag(z*-1)b(z) 
díag(z- 1)diag(z- z*)díag(z*-1)b(z) 
Assim, 
diag(z- z*)diag(z-1 )diag(z*-1 )b(z) 
diag(z- z*)diag(z-1z*-1 )b(z) 




V(z) = (z- z*hV {A(z- z*)- diag(z- z* )b(z)} 
zz* 
z- ,.* 
Por outro lado, podemos ainda escrever diag( - )b(z) como, 
zz* 
z-z* 1 b(z) 
díag( )b(z) = diag(-. )(z- z*)b(z) = díag(-)(z- z*) 







- (z- z*)tw {A(z- z*) diag(b(z) )(z- z*)}, 
zz* 
- (z- z*)tw {A- díag(b(z) )} (z- z*) 
zz* 
V(z) = (z- z*)tWC(z- z*), 
{ 
- . b1(z) bn(z) C= A+ dzag( ---., ..... , ---. ); 
Z1Z1 ZnZn 
A= A+ diag(z*)- 1 B. 
A função V(z), claramente é uma função escalar e, em vista disso, tem-se 
que vt =V. Segue assim que: 
vt(z) = ((z- z*)tWC(z- z*))t =;. vt(z) = (WC(z- z*))t(z- z*) =;. 
vt(z) = (z-z*)t(wC)t(z- z*) ==? vt(z) = (z- z*)tctwt(z- z*) ==? 
Sendo V(z) = (z- z*)tWC(z- z*), resulta em: 
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Desta forma, as expressões dadas por: 




-t -A =-A; 
No caso (B), temos que V(z) :':: O para z E IR~* e a igualdade ocorre se, 
e somente se, z = z*. Portanto, a estabilidade global de z* segue do teorema 
clássico de Lyapunov [9]. 
Apresentamos então, o teorema que irá garantir a estabilidade global do 
equihbrio z* na região n para o caso descrito anteriormente. 
Teorema II.l 
Se o sistema Beretta-Capasso admite um ponto de equilzôrio estritamente 
positivo z* numa região invariante n C IRn e a condição (B) é válida, então 
z* é um equilzôrio globalmente assintotic.amente estável em n. A respectiva 
unicidade do ponto é consequência direta da estabilidade global (GAE). 
Prova: 
A função de Lyapunov-Volterra-Goh dada por 
n 
~ Z; V(z) =L., w;(z;- z;- z; ln-;) E IR+, 
z. 
i=l 2 
é uma função positiva definida, satisfazendo as condições de Lyapunov. 
De fato isso ocorre: 
(==?-)Se V(z) =O, então para cada i= 1,2, ... ,n tem-se que 
( * *lnZ;) o W; Z; - Z· - Z· - = 
"" z. z~ 
' 
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z· Como wi > O, segue que devemos ter ( z, - z; - z; ln _..':_) = O 
z* 
' Z; 
Sendo z; > O, com as devidas simplificações obtemos que e z: = e z;, 
Z; 
donde concluímos que zi = zl, ou seja, z = z*. 
(<O==) Por outro lado, se z = z* então z; = z; para todo i= 1,2, ... ,n. Logo 
z.;- zi =O e ln z: =O, donde concluímos que V(z) =O. 
zi 
Além do mais, V(z) ---+ +oo quando z.; ---+ +oo ou quando z.; ---+ o+ e 
claramente temos que V(z) >O. 
A derivada de V(z) ao longo das trajetórias do sistema~; = F(z) é dada 
por 
em que W = diag(wr, .... , wn) é uma matriz diagonal com todos os seus 
. dz 
elementos wi estritamente positivos. Aplicando V(z) no sistema dt = F(z) 
em equilíbrio, ou seja, em 
dz 
- = diag(z)[A + diag(z*- 1)B](z- z*)- diag(z- z*)diag(z*-1)b(z) 
dt 
podemos rescrevê-lo como 
V(z) = (z- z*)tW[A + diag(z*- 1 )B]-~ wibi(z) (z- z*)2 L z-z~ z 
i=l z 2 
em que zi > O e bi(z) 2: O para todo i= 1,2.,,n. Por outro lado, como 
A= A+diag(z*-1)B, podemos novamente reescrever V(z) na segtúnte for-
ma: 
· * t - b1(z) bn(z) * V(z) = (z- z ) W[A + diag( --., ..... , --.)](z- z ) 
Z1Z1 ZnZn 
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Do caso (B) descrito anterionnente, segue que V(z) :::; O e a igualdade 
é válida se, e só se, z = z*. Portanto, esse fato garante a estabilidade 
assintótica global de z* na região Q. 
Como consequência imediata do resultado anterior, podemos afirmar que 
toda solução z(t) no conjunto invariante Q para o sistema dz = F(z) é tal dt 
que z(t) --. z* quando t -+ +oo. Isso resulta da extensão do teorema de 
estabilidade de Lyapunov, que afirma que se ~~ é sernidefinida negativa, 
então toda solução tende ao maior subconjunto invariante do conjunto de 
dV 
todos os pontos no lRn para os quais - = O. Portanto, a estabilidade dt 
assintótica global dez* no conjunto Q é proporcionada pelos casos (A) e (B), 
quando os mesmos forem convenientes. 
O seguinte resultado desenvolvido por [17], funciona como um caso par-
ticular do Teorema II.l e também é útil na decisão de estabilidade assintótica 
global de estados estacionários. 
Teorema II.2 
Uma matriz C de ordem 2 que satisfaz a condição {E) de Beretta e Capasso é 
tol que: C E Sw se, e somente se, os elementos diagonais de C são negativos 
e o seu determinante é positivo. 
O modelo do tipo SIS em duas comunidades com migração [18] cita-
do como exemplo, como vimos é um sistema que pode ser escrito na fonna 
dz 
- = diag(z)(e + Az) + b(z) em que dt 
A= [ -k1 O ] B = [ O 01 ] 
O -kz ' Oz O 
c=[~]· 
A região de interesse em termos de trajetórias soluções é dada pelo con-
junto 
!1 = { z = (I1Jd E lR2 : O :S l; :S 1, i= 1, 2} 
o qual é invariante para o sistema. Seguindo os procedimentos descritos 
anteriormente, a matriz A= A+ díag(z*)- 1 B é dada por 
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A= [ -:: ~~ ] 
- -kz l* 2 
em que z* = (Ij,I:;Jt e b(z) = Bz = (fhh,()2l 1 )t. 
- ~(~ ~(z) A matriz C= (cijhx2 dada por C= A+ diag(---. ,---.),neste 






Dada uma matriz arbitrária W = diag(wio w2 ), devemos determinar con-
dições sobre os w; tal que WC seja um matriz simétrica. Dessa forma, a 
matriz 






é uma matriz simétrica se para w1 > O, considerarmos w2 tal que 
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wz = {}zli w1 > O 
A estabilidade assintótica global do ponto de equillbrio z* = (Ij,I:i)t 
(quando o mesmo existir) na região invariante O, estará sujeita ao fato de 
que W C seja uma matriz definida negativa e, para esse caso, podemos usar 
o resultado devido a Grabiner (17]. 
Contudo, se WC E Sw ou mais precisamente, se os elementos diagonais 
de WC forem negativos e o respectivo determinante for positivo, obtemos 
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que o ponto z* é globalmente assintoticamente estável em fl. Então, como 
w 1 c11 e w2c22 são ambos negativos e o deterrninate é dado por 
podemos concluir, que quando existe o ponto de equilíbrio z* = (Ii,J2)t, o 
mesmo é um ponto de equilíbrio globalmente assintóticamente estável em fl. 
105 
Bibliografia 
[1] Bailey, N. (1975): The Mathematical Theory of Infectious Dis-
eases and its Applications. Second Edition. Hafner Press, New York; 
[2] Bassanezi, R. C., e Ferreira Jr., W. C. (1988): Equações Diferenciais 
com Aplicações. Editora Harbra, São Paulo; 
[3] Beretta, E., and Capasso, V. (1986): On the General Structure of Epi-
dernic Systems, Global Asymptotic Stability. Cornp. and Maths. with 
Appls. 12A , 667 - 701; 
[4] Bittencourt, A. L., Rodriguez de Freitas, L. A., Galvão de Araújo, M. A., 
and Jácomo, K. (1981): Pneumonitis in Congenital Chagas' Diseases. 
Arn. J. Trop. Med. Hyg. 30: 32- 48; 
[5] Busenberg, S., and Cooke, K.(1993): Vertically Transrnitted Diseases. 
In Biornathematics Texts, vol. 23, Springer - Verlag, Berling; 
[6] Busenberg, S., Cooke, K. L., Pozio, M. A. (1989): Analysis of a Model 
of a Vertically Transrnitted Disease. Journal Mathernatical Biology, 
17, 305- 329; 
[7] Busenberg. S., and van den Driessche, P. (1990): Analysis of a Dis-
ease Transrnission Model in a Population with Varyang Size. Journal 
Mathematical Biology, 28, 257 - 270; 
[8] Busenberg, S., and Vargas, C.(1991): Modeling Chaga"s Disease: Vari-
able Population Size and Demographic Implications. Mathematical 
Population Dynamics, O. Arino, D. Axelrod and M. Kimmel, Eds., 
Marcel Dekker, New York, Base!, Hong Kong, 283- 296; 
[9] Capasso, V. (1993): Mathematical Structures of Epidernics Systems. In 
Lectures Notes in Biomathernatics, vol. 97, Springer- Verlag; 
107 
[10] Chagas: J. P. Sierra-lglesias (1990). San Salvador de Jujuy, Universi-
dad Nacional de Jujuy, 527 pgs.; 
[11] Cohen, Joel E., and Gurtler, Ricardo E. (2001): Modeling Household 
Transmission of American Trypanosomiasis. preprint; 
[12] Coura, J. R., (1988): Determinantes Epidemiológicos da Doença de Cha-
gas no Brasil: A infecção, a doença e sua morbi-mortalidade. Mem. 
Inst. Oswaldo Cruz. Supplement 83, 394- 402; 
[13] Courant, R.(1965): Cálculo Diferencial e Integral, vol. I, Editora 
Globo, Porto Alegre; 
[14] Edelstein - Keshet, L.(1988): Mathematical Models in Biology. 
Random House, Bírkhauser, New York; 
[15] Goh, B. S., (1977): Global Satabílity in many Species Systems. Amer-
ican Naturalist 111, 135- 143; 
[16] Goh, B. S., (1978): Global Satability in an class os Prey-predator Mod-
els. Bull. Math. Biol. 40, 525 - 533; 
[17] Grabiner, D.(1988): Mathematical Models for Vertically T'ransrnitted 
Diseases. Technical Report, Pomona College, Claremont; 
[18] Hethcote, H. W. (1976): Qualitative Ana!yses of Co=unicable Disease 
Models. Math. Biosc. 28, 335 - 356; 
[19] Kaplan, Wilfred (1969): Advanced Calculus. Addison-Wesley Publ. 
Comp.; 
[20] Kermack, W., and McKendrick, A. (1927): A Contribuition to the Math-
ematícal Theory of Epidemcs. Proc. Roy. Soe. A 115, 700 - 721; 
[21] Murray, J. D.(1989): Mathematical Biology. In Biomathematics 
Texts, vol. 19. Springer - Verlag, Berlin; 
[22] Nold, A. (1980): Heterogeneity in Disease-Transrnission Modeling. 
Mathematical Biosciences 52, 227-240; 
[23] Pinto Dias, J. C. and Brener, S., (1984): Chaga's disease and blood 
transfusion. Mem. Inst. Oswaldo Cruz. 79 , 139- 147; 
108 
[24] Rabinovich, J. E., and Rossel, O. (1975): Mathematícal Models and 
Ecology of Chagas' Disease. In: P AHO American Trypanosomiasis 
Research, Vol. 318 (Science Publishers, Washington), 359- 369; 
[25] Situação e Perspectivas do Controle das Doenças Infecciosas e Para-
sitárias: Cadernos UNB, Editora Universidade de Brasília, Brasília 
(1981); 
[26] Solimano, F., and Beretta, E. (1982): Graph Theoretical Criteria for 
Stability and Boundedness of Predator-prey System. Bull. Math Biol. 
44, 579 - 585; 
[27] Theis, J. H., Tibayrenc, M. Mason, D. T., and Ault, K.(1987): Exotic 
Stock of Trypanosoma Cruzi (Schizotrypanum) Capable of Development 
in and Transmissíon by Triatoma Protacta Protacta from Califórnia: 
Public Health Implications. Am. J. Trop. Med. Hyg. 36; 523 - 528; 
[28] Vector Biology and Control Division, (1989): Geographical Distribu-
tion of Arthropod - Borne Diseases and their Principal Vectors, World 
Heaith Organization, Geneva; 
[29] Velasco-Hernández, J. X.(1991): An Epidemiological Model for the Dy-
namics of Chagas Disease, BioSysterns 26, 127 - 134; 
[30] Yang, Hyun M.(2001): Epidemiologia Matemática: Estudo dos 
Efeitos da Vacinação em Doenças de Transmissão Direta. Ed. 
da Unicamp, Unicamp,240 pgs.; 
109 
